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内 容 简 介 


本 书 是 高 等 院 校 高 年 级 本 科 生 泛 函 分 析 课 程 的 辅导 教材 ,可 与 国内 通用 的 
泛 函 分 析 教 材 同步 使 用 ,特别 适合 于 作为 4 泛 函 分 析 讲义 (上 册 )》( 张 恭 庆 、 林 源 
渠 编著 ,北京 大 学 出 版 社 ) 的 配套 辅导 教材 。 全 书 共 分 四 章 , 内 容 包括 度量 空间 、 
线性 算 子 与 线性 泛 函 、 广 义 函 数 与 索 伯 列 夫 空间 、 紧 算 子 与 Fredholm 算 子 。 每 
小 节 按 基本 内 容 、 典 型 例题 精 解 两 部 分 编写 。 基 本 内 容 简明 介绍 了 读者 应 掌握 
的 基础 知识 ;典型 例题 精 解 按 照 基础 题 , 规 范 题 ,综合 题 三 种 类 型 ,从 易 到 难 , 循 
序 渐进 ,详细 讲述 例题 的 解法 ,并 对 解 题 方法 进行 归纳 和 总 结 ,以 帮助 学 生 克 服 
由 于 不 适应 泛 函 分 析 中 全 新 的 研究 对 象 和 处 理 问题 的 方法 所 产生 的 困惑 ,同时 
也 为 任课 教师 提供 一 些 便利 条 件 。 ; 

本 书 可 作为 综合 大 学 ,理工 科大 学 、 高 等 师范 学 校 数 学 、 计 算数 学 、 应 用 数 
学 等 专业 大 学 生 学 习 泛 函 分 析 的 辅导 书 。 对 担任 泛 函 分 析 课程 教学 任务 的 青年 
教师 ,本 书 是 较 好 的 教学 参考 书 。 


作者 简介 


林 源 渠 北京 大 学 数学 科学 学 院 教授 。1965 年 毕业 于 北京 大 学 
数学 力学 系 , 长 期 从 事 高 等 数学 、 数 学 分 析 、 泛 函 分 析 等 课程 的 教学 
工作 ,具有 丰富 的 教学 经 验 ;对 泛 函 分 析 解 题 思路 、 方 法 与 技巧 有 深 
入 研究 ,善于 进行 归纳 和 总 结 。 他 参加 编写 的 教材 有 《 泛 函 分 析 讲 义 
《上册 )》《 数 值 分 析 》《 数 学 分 析 习 题 课 教材 》《 数 学 分 析 解 题 指 南 》 
(北京 大 学 出 版 社 )《 数 学 分 析 习 题 集 ) 等 。 


序 


串 


泛 函 分 析 是 一 门 比较 抽象 的 学 科 , 这 对 学 生 的 学 习 和 教师 的 
教学 都 有 一 定 的 难度 。 编写 这 一 部 《 泛 函 分 析 学 习 指 南 ) 就 是 希望 
以 此 帮助 学 生 克 服 由 于 不 适应 泛 函 分 析 中 全 新 的 研究 对 条 和 处 
理 问题 的 方法 而 产生 的 困惑 ,同时 也 为 讲授 此 课程 的 教师 提供 一 
些 便利 的 条 件 。 目 前 许多 学 校 选择 由 北京 大 学 出 版 社 出 版 , 张 茶 
庆 、 林 源 梁 编著 的 《 泛 函 分 析 讲 义 ( 上 册 )) 作 为 本 科 泛 罚 分 析 课 程 
的 教材 。 本 书 的 章节 安排 都 与 ( 泛 函 分 析 讲 义 ( 上 册 )》 教 材 一 致 ， 
基本 内 容 部 分 所 列 的 定理 ,命题 部 可 以 在 教材 中 找到 证 明 。 教 材 
中 所 有 稍 难 的 习题 在 本 书 中 都 给 出 了 详细 的 解法 。 本 书 按 泛 函 分 
析 课 程 教学 的 基本 要 求 编写 ,不 管 课程 使 用 何 种 教材 ,都 可 使 用 
本 书 作 为 学 习 辅 导 材 料 。 

本 书 典 型 例题 精 解 部 分 所 列 例题 有 三 种 类 型 : 第 一 种 是 基 
础 题 , 它 们 用 到 的 知识 基本 上 局 限 在 所 在 章节 提供 的 基本 内 容 范 
围 ,只 要 细心 从 定义 出 发 或 应 用 所 在 章节 的 定理 就 能 得 到 解答 。 
第 二 种 是 规范 题 , 解 题 使 用 的 方法 、 体 现 的 思想 在 泛 函 分 析 中 有 具 
有 典型 性 ,学 生 应 从 中 体验 泛 函 分 析 的 基本 思想 和 方法 ;它们 概 
括 了 处 理 某 一 类 课题 的 规范 性 方法 。 第 三 种 是 综合 题 , 它 们 用 到 
的 知识 和 规范 性 方法 是 跨 章 节 的 ,其 中 许多 是 北京 大 学 数学 科学 
学 院 本 科 泛 函 分 析 课 程 历 来 的 考试 题 或 本 书 中 首次 给 出 的 题 ; 它 
们 具有 较 大 的 启发 性 。 通 过 克服 较 大 困难 ,独立 解 出 一 道 综合 题 ， 
一 定 程 度 上 可 以 反映 学 “ 活 ? 相 关 知 识 。 就 像 栽 一 盆花 ,判断 花 活 
了 没有 就 看 是 否 长 出 一 个 小 芽 。 

本 书 在 排版 上 进行 了 一 些 尝试 ,例如 一 串 等 号 A 二 B= 二 C= 
万 ,排版 成 U 形 等 式 串 : 


pe 


B=C 

又 如 一 串 推 出 符号 A 一 B= 二 CDD 排版 成 U 形 推 理 囊 : 
人 
万 一 C 


根据 作者 多 年 的 教学 经 验 ,这 样 形式 书写 的 板书 和 制作 的 课件 直 
观 、 醒 目 ,便于 学 生 阅 读 。 

最 后 ,作者 对 本 书 责任 编辑 刘 勇 同志 的 细心 审 校 表示 衷心 的 
感谢 。 同 时 诚 居 地 和 希望 读者 对 书 中 不 足 之 处 给 予 指 正 。 

如 果 读 者 阅读 本 书 时 遇 到 疑难 问题 ,可 与 作者 联系 ,电子 邮 
件 地 址 ; lyq@math. pku. edu. cn。 
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第 一 章 度量 空间 
§ 1 压缩 映像 原理 


基本 内 容 

距离 空间 的 定义 

度量 空间 又 称 距离 空间 , 它 是 一 种 拓扑 空间 ,其 上 的 拓扑 由 指定 的 
一 个 距离 决定 . 

定义 1 设 统 是 一 个 非 空 集 , 若 存 在 .名 上 一 个 双 变 量 的 实 值 函 
数 oCz,y) ,满足 下 列 三 个 条 件 : 

(1) 正定 性 : p(x,y) 宇 0, 而 且 po(z,y) 一 0 当 且 仅 当 x==y; 

(2) 对 称 性 : p(x,y)= 二 p(y,Xx); 

(3) 三 角 不 等 式 ，poCzozOso(CzD 十 PCyozJVYZ YE RY, 

则 称 o 为 2 上 一 个 距离 ,多 称 为 距离 空间 . 一 个 以 2 为 距离 的 距离 
空间 .2 记 做 (2 ,po)， 

类 似 于 欧 氏 空间 情形 ,可 以 在 距离 空间 中 引进 一 系列 重要 概念 . 首 
先是 拓扑 概念 ,将 . 史 中 满足 不 等 式 p(zx,a) 二 7 的 点 xz 的 全 体 称 为 以 a 
为 中 心 .> 为 半径 的 球 邻 域 . 进一步 欧 氏 空间 R 中 余 集 \、 开 集 \、 闭 集 、 聚 
点 以 及 稠密 性 等 一 系列 概念 都 可 以 搬 到 距离 空间 中 来 . 于 是 , 开 集 的 余 
集 是 闭 集 ; 闭 集 的 余 集 是 开 集 ; 空 集 名 与 全 空间 2 是 既 开 又 闭 的 集 
合 ; 有 限 个 闭 集 的 并 集 仍 是 闭 集 ;任意 多 个 开 集 的 并 集 仍 是 开 集 等 性 质 
在 抽象 距离 空间 中 仍 成 立 . 


距离 空间 的 刻画 
定义 2 距离 空间 (2 ,po) 中 的 点 列 {z,} 称 为 收敛 列 , 是 指 存在 朋 - 
中 的 点 x; 当 n 习 oo 时 ,p(xz,,x) 习 0. 此 时 称 xz 是 点 列 {xz} 的 极限 , 记 做 


Xs 六 XT(n 阅 00) ,也 记 做 limzx,== 广 . 


引进 距离 的 目的 是 刻画 “收敛 ”. 


定义 3 距离 空间 (多 ,p) 上 的 点 列 {z;) 叫 做 基本 列 ,是 指 当 n,m 
>oo 时 ,p(x,, zn)—>0. 

基本 列 也 可 叫做 Cauchy 列 . 显然 (2 ,Pp) 中 任意 收敛 列 必 是 基本 
列 ; 反 之 ,基本 列 不 一 定 在 及- 中 收敛 . 

例如 有 理 数 基本 列 在 有 理 数 域内 就 不 一 定 有 极限 . 

定义 4 距离 空间 (如 ,p) 叫 做 完备 的 ,是 指 每 个 基本 列 是 收敛 列 . 

给 定 两 个 距离 空间 (2 ,p) 和 (2 ,7) ,考查 映射 卫 : 一 多 . 

定义 5 设 了 : (2 ,po) 立 (多 ,5) 是 一 个 映射 ,给 定 zeE.2, 称 了 
在 点 ze 处 连续 ,是 指 VzoE.2m,V{z)C2T， 

limoCzn,zo) = limr (Tx, ,Txo) ok 

若 映 射 在 每 一 点 处 都 是 连续 的 ,就 称 了 是 (多 ,o) 上 的 连续 映射 . 

命题 6 给 定 zo€ 多, 映射 了 ; (如 ,Pp) 一 (多,o) 在 点 xo 处 连续 的 
充分 必要 条 件 是 : Vs>0, 了 6 一 9(Czo,e) 之 0, 使 得 对 于 证 人， 

《人 

定义 7 称 了 ， G2 0) 一 (2 ,0) 是 一 个 压缩 映射 ,如 果 存 在 0~a 
二 1, 使 得 p(Tz,Ty)S<ap(zyy) (VrsyE FR). 

定理 8(Banach 不 动 点 定理 一 一 压缩 映像 原理 ) 设 (.2r,o) 是 一 
个 完备 距离 空间 ,7T 是 (多 ,p) 到 其 自身 的 一 个 压缩 映射 , 那么 在 多” 
中 存在 唯一 的 了 的 不 动 点 . 


典型 例题 精 解 


例 1 设 工 是 压缩 映射 ,求证 7” 也 是 压缩 映射 ,并 说 明 逆 命题 不 
一 定 成 立 . 

证 (1) 因为 了 是 压缩 映射 ,所 以 3a€ (0,1) ,使 得 pcCTz,Ty) 扫 
ao(Czyy), 从 而 

pT’zx,T?y) < ap(Tz,Ty) < aipl(z,y). 
假定 p(T7"z,T"y) 志 "p(x,y) 成 立 , 则 有 
PTH Ty) < ap (Tr,TY SE a ape,y) = a y). 

于 是 根据 数学 归纳 法 原理 ,oC(T"zx,T”"y) 志 ?p(x;yy) 对 YhnEN 成 立 . 

又 0 二 a<1 一 0 二 过 a 二 1, 故 有 

PT Read 


即 7" 是 压缩 映射 . 
(2) 道 命 题 不 一 定 成 立 . 例如 , 设 


| 


f(x) = s [0,1] —> [0,1], 


易 知 f(x) 一 过 LE0,1] > L031] 


是 压缩 映射 .但 是 
f(x) = [0,1] —> [0,1] 


不 是 压缩 映射 . 事实 上 ,如 果 
Fx, L031] ==L0, Ml 
是 压缩 映射 , 则 3 a: 0 二 a 过 1 ,使 得 
| Cy) > Cai 去 a|2Zs > 最 i| 


NS|S 


i f(x2) 一 fe i (V Ti 全 


2 


即 差 商 | 一 了 (201 是 有 界 的 .但 是 如 果 取 


|zx2— zi | 


Wi = 2 zz 一 27 一 它 CR 


则 有 
[|f Ge 一 了 (zi el 人 
{2 wey| x | 全 外 


即 知 差 商 - 臣 人 2 一 大 7 是 无 界 的 ,矛盾 . 

例 2， 如果 存在 正 整数 ”使 得 T" 是 压缩 映射 ,那么 站 有 唯一 不 
动 点 . 

证 根据 Banach 不 动 点 定理 归 z5 使 得 7”"28E 07 则 有: 

TT rd Tw a CI") ST Ro 

可 知 Tzxo 也 是 7" 的 不 动 点 . 由 压缩 映射 7T” 的 不 动 点 的 唯一 性 可 知 
Txo= 0. 

这 就 证 明了 了 工 有 不 动 点 . 

下 面 再 证 了 7 的 不 动 点 是 唯一 的 .用 反 证 法 .如 果 xz 是 T 的 两 
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亲人 


个 不 动 点 ,2 天 22y* 即 有 那么 
Txs= yy 
T= 
的 = TOTa) -TCD) = + = Ti = x1, 
Ta 过 这 
Tz 一 TOTz 一 Tc) = = Ts = zs, 


即 zj,zs 是 7” 的 两 个 不 动 点 . 因为 7" 是 压缩 映射 ,所 以 7T" 有 唯一 不 
动 点 ,从 而 21 一 2 元 盾 . 
例 3 设 ( 久 ,Pp) 是 一 个 完备 距离 空间 ,映射 7 统一 名 满足 


def 9 nn 
—— sup ITE 这 (0 一 co)， 
ToyE cr COCzyy) 


证 明 : 映射 了 在 孚 -中 必 有 唯一 的 不 动 点 . 
证 取 s=1/2>>0, 因 为 zw 一 0C0 一 co), 故 习 zo 使 得 ou<1/2, 即 


Cn 


p(T ,Try) < p(x os 


即 7" 是 压缩 映射 .根据 例 2 的 结论 ,T 在 久 中 必 有 唯一 的 不 动 点 . 
例 4 Q) 证 明 完 备 度量 空间 的 闭 子 集 是 一 个 完备 的 子 空间 ,而 任 
一 度量 空间 的 完备 子 空间 必 是 闭 子 集 . 
(2) 设 ( 多 ,Pp) 是 一 个 完备 距离 空间 ,M 是 3- 的 闭 子 集 ,m>>0, 而 
且 


Ss 2 
n=1 


证 明 : 如 果 映 射 卫 :， MM 满足 OTR, TI Srp (ry) ,;T，,yE€EM, 那 
么 映射 了 必 有 唯一 的 不 动 点 ,并 且 对 VzoEM,T"zo 收敛 到 该 不 动 点 ， 
换 句 话说 ,该 不 动 点 可 由 迭代 法 产生 . 

证 (1) 设 2 是 完备 度量 空间 ,MC 是 闭 的 .要 证 M 是 一 个 
完备 的 子 空 间 . 考虑 

Vzrnsrx EM, zs 一 xz 一 0 (za 之 co) 
wr 下 so)， 
因为 多 是 完备 度量 空间 ,所 以 3zE.2 ,使 得 x 一 zx, 从 而 有 
| Xn E Mrz x 
E 一 ~ €M. 
MGC 2 是 闭 的 
因此 ， Vz M,. Wa ris0t (prym ro 
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3 x € M, 使 得 zx, 一 
二 >~M 是 一 个 完备 的 子 空间 . 
下 设 多 是 一 度量 空间 ,M 是 2- 的 一 个 完备 子 空间 . 要 证 M 是 
闭 子 集 , 即 : 若 xz,E M,zxs>x, 要 证 XE M. 事实 上 ,因为 收敛 列 是 基本 
列 , 所 以 有 


za EM, lzxn— zll—0 (m,n— oo). 
又 M 是 完备 度量 空间 ,所 以 3 x' EM, 使 得 zx, 一 zx', 即 有 
pr 
= = EM 
AT 一 > 站 


(2) 依 题 意 , (2 ,po) 是 一 个 完备 距离 空间 ,M 是 有- 的 闭 子 集 , 故 
(M,P) 也 是 一 个 完备 距离 空间 ， 


rs 过 十 2 0 人 oz —'00) EE 和 no, 使 得 Tn 9 1. 


n=] 


由 
p(T™z,T™Yy) Sr pz,y), rz,yEM, 
即 7" 是 压缩 映射 ,根据 例 2 的 结论 ,T 有 唯一 不 动 点 . 设 此 不 动 点 为 
xX*, 即 有 
区 

进一步 ,对 YXzoEM;, 记 计 王 T"xo(n 二 425.…); 下 面 证 明 {x 二 
7"zo} 是 基本 列 . 考虑 
pL I) = pO, TT To) 
根据 三 角 不 等 式 ， 全 生 四 肯 扰 玫 力 ， 有 


PTntp’ Tr) Do tirTnti1) S PT To, To0) i -1 


n+p—1 


= p(T xo, 0) 2 ri < p(Tzo, zo) SA >0,， n>oo 
k=n 


对 任意 的 自然 数 pp 一致 成 立 . 因此 , {zx 二 7T"zxo} 是 基本 列 . 由 (M,p) 的 
完备 性 , 必 存 在 EM,zx,>z. 这 样 ,一 方面 ,因为 7"“ 是 压缩 映射 ,有 唯 
一 不 动 点 x ,所 以 对 VYzoEM, 有 

Tero= (To) (n> 50); 


男 一 方面 ， 


re] 
故 有 元 一 z”. 
例 5 设 M 是 R 中 的 有 界 闭 集 , 映 射 T: M>M 满足 
p(Tz,Ty) 二 OCT) “(Vzi,y E Mz A 3). 
求证 了 在 M 中 存在 唯一 的 不 动 点 . 
证 因为 
DOE DE ys 
所 以 
p(X,X0) > 0 一 -OCT Tzo) 一 0. 
再 由 三 角 不 等 式 , 得 到 
| 有 
由 此 可 见 ,7Cz)-s oz,Tz) 在 M 上 连续 . 
因为 M 是 R 中 的 有 界 闭 集 , 所 以 3zoEM, 使 得 
Co 二 (Co minf (z) 二 mipp(Cz,Tz)， 
如 果 plzo,Tzo) 二 0, 那 么 ze 就 是 不 动 点 . 今 假设 poCzo*Tzo) 盖 0. 根据 
假设 ,我 们 有 
CT minCCZ,TZ)， 
但 是 Tzo,T2zzoEM, 这 与 coCzoyTz) 是 最 小 值 矛 盾 . 故 c(Czo,Tzo) 一 0， 
即 存在 不 动 点 zo. 
不 动 点 的 唯一 性 是 显然 的 . 事实 上 ,如 果 存 在 两 个 不 动 点 zi,zz， 
则 从 
plwrsz2) = p(T zi T x2) < OKs TD 
即 得 矛盾 . 
注 假如 把 条 件 “M 是 R 中 的 有 界 闭 集 ” 去 掉 , 只 假定 
oTz,Ty) orz,yy) (Vr,y €E M,zr A >), 
结论 一 般 不 对 . 例如 , 取 
M= R!, Tz= 7 xr—arctanr, 
则 有 


&2 和 
2CTz,Ty) = |Tzr— Ty|= T+ —y|=|z—y|= 2(r,y). 


6 


由 此 可 见 ,映射 并 满足 假定 : 
PTzTy) < oT Woyie -Msr ys 
但 是 Tz 二 x=>arctanx 二 x/2, 这 是 不 可 能 的 ,因此 映射 7 没有 不 动 点 . 
例 6 设 ( 多 ,po) 是 一 个 完备 距离 空间 ,M 是 2 的 闭 子 集 ,0<a< 
1 ,映射 7,: M-~M 满足 
IJ EU 
NE limT,z (rz € M), 
并 且 x 二 T,z,€ M. 证明: 映射 了 有 唯一 的 不 动 点 ,并 且 xz; 收敛 到 该 
不 动 点 . 
证 (1) 由 距离 的 连续 性 ,对 不 等 式 
oT ryT yo < opry) (YE MM) 
令 aco 取 极限 ,得 到 
PT wT EAP (rE MM) 
由 此 推出 工 是 压缩 映射 ,因而 TT 有 不 动 点 , 设 之 为 zx" , 即 有 
os 
(2) 条 件 
pT ny) wow Yy) ‘(xy E MY 
意味 着 每 个 7, 都 是 压缩 映射 ,zx, 二 Tz 说明 xz; 是 了 T, 的 不 动 点 .Tx 二 
lim7。z 可 以 看 做 工 是 了 ， 的 极限 ,那么 工 的 不 动 点 x" 是否 是 7, 的 不 
动 点 z, 的 极限 呢 ? 考虑 
plrmys d= p(T ra T rN Ty Dur" ) A pL ng bn) 
和 去 (Cr BDL MW 
由 此 推出 


Ot ep 


— 
又 因为 Tz* 一 limT,z* ,所 以 
limp(zx,,X*)=0=—>7zx >7x* (2 一 co). 
心 r 为 半径 的 开 球 .如 果 映 射 了 : B(Cyor) 一 2 满足 p(Tz,Ty) 达 
ao(Czyy), 而 且 


pT sy0) = Wr, QO 和 < ly 
证 明 : 映射 了 在 BC(yo,r) 中 有 了 唯一 不 动 点 . 


图 1.1 


证 如 图 1.1, 任 取 0 二”<r, 使 得 
oT yyyo) SL oi A dr 
又 对 VyE 互 (yo,ri) ,由 
OCTy,yo) 委 CCTy,Tyo) + p(T yo, Yo) 
ap(yyY0) 十 (1 一 0 万 
= 
于 是 
Ts B(yorri) 2 B(yosr1). 
因此 ,压缩 映射 了 在 完备 子 空间 B(yo,r1)CB(Cyo,r) 上 有 唯一 的 不 动 
点 . 
例 8 (Newton 法 ) 设 f(z) 是 定义 在 [a,5] 上 的 二 次 连续 可 微 的 
实 值 函数 ,2E (a,5), 使 得 f() 一 0, 了 '() 关 0. 求 证: 存在 守 的 邻 域 
U() ,使 得 Y xoEU (3) ,迭代 序列 


ll 一 Tn 2 (n= 0,1,2,") 
是 收敛 的 ,并 且 
limx 王公 
def 
证 考虑 Tz 一 z 一座 号 , 则 有 
OC i ME) 
7) =1 Cf -fr - 


因为 Fi) 一 0, 疡 (2 天 0,j"Cz) 在 点 幸 处 连续 ,所 以 lim 类 入 大 人 一 
0, 从 而 3 主 的 邻 域 U(2) ,使 得 

ED 

Cf' (2))? 


FRY PRO (VE UE 


_ IACES PRE) 
der | = (Cf'(é€))? 


CY zy €E U2)), 
于 是 ,对 VxoEU($) ,zi 二 Txa(n= 二 0;1,2;*…) 是 收 仑 的 . 设 zi 一 XE 
U(Z) ,Tz 二 zx 一 了 (x)= 二 0, 联 合 
bo =0, 人 EU), 


< 


[wy 


f(z)=0, xzEU(L), = 二 | 冯 ) 
fm) 0 Vz EU 
故 有 x 一 让 (n 一 00). 
例 9 对 于 积分 方程 


1 
X(t) 一 | e “wtsyds = y(t), 
0 


其 中 y() ECL0,1j 为 一 给 定 函 数 ,4 为 常数 ,14| 二 1, 求 证 存在 唯一 解 
zx(t) SE COs 


1 
证 考虑 由 x() 一 4 szG)ds = y(t) 


1 
=>e ‘wx(?) 一 | e x(s)ds = e ‘y(t), 
0 


def 


z(t) Ee. z(t Ot) =e V(t), 


则 原 方程 等 价 于 


1 
By = | Cd 
0 


作 


1 
Ts ty Ey | 2 
0 


1 1 
则 p(T, Tv)= 四 uls)ds 一 | vl(s)ds 
0 0 


1 
< a1 lus) ga 


< |4| max lu (2) 一 :GD | = |Alp(u rv), 
即 工 是 压缩 映射 ,压缩 常数 为 |4| 二 1, 因 而 有 唯一 的 不 动 点 , 即 积分 
方程 
站 让 =)d 
在 C[0,1] 上 有 唯一 解 ， 从 而 原 方程 在 CL0,1] 上 有 唯一 解 . 
例 10 证 明 : 若 二 元 函数 KK(z, 四 在 三 角形 区 域 (图 1. 2) 
D= {(v DH ENT, tb} 
上 连续 ,那么 对 于 任意 参数 4, 积 分 方程 


yC7) — 2 KGz,Dy(Dd = f(z) 
在 ClLa ,b] 上 存在 唯一 解 . 


证 “ 今 人 Tt 三 Fa 于 4 Keir, dy Cd, 则 
Cs Ea] 


[Ty (rs) — (TY) (ry) | 加 开 (Czt)Ly GD) 一 yzG)]dz 


二 al| [KCzst) ly — yal) ld 
过 [4|M(z — a)plyi, 2), 
其 中 M= max |K(z,t)|. 
(TD)ED 


下 面 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 : 
10 


|(T*y) (x) 一 (Ty2) (7z)| < BF pz OG 1 


当 n= 二 1 时 ,(1) 式 已 经 证 明 . 设 对 于 自然 数 &,(1) 式 成 立 , 则 
| CTHly) (zx) 一 (Tlys) (x)| 


= || KG DET — Cry dz| 


Ee 让 | Ke 1 一 CTtys) G2) 1d 


从 


I 天 

A KG) -MG = a)tp Gy,y0)dt 
k++1 十 1 i 

DM p09) Ge ~ ade 


AFLNAATICT — a)*t! 
0 (k plys). 


故 不 等 式 (1) 对 于 一 切 自然 数 都 成 立 .于 是 有 
p(T”yi, Tys) Srplyi,y2), 


从 


其 中 
7 IK(z,t)|. 
nl (NED 


再 由 > ~ 的 收敛 性 和 例 4(2) 妈 知人 有 唯一 的 不 动 点 . 由 此 即 得 所 证 . 


8$2 ”完备 化 


基本 内 容 


本 节 仿 照 实数 理论 中 ,从 有 理 数 域 出 发 定义 无 理 数 的 方法 , 对 空 
间 ( 绝 ,p) 增 添 理想 元 素 ,使 之 “扩充 ”成 为 一 个 完备 空间 . 

定义 1 给 定 距 离 空间 (2r,o)，C2mpo0D， 设 了 是 .227 到 .32 的 映 
像 , 如 果 对 任意 的 z,yE.2, 都 有 pzy)= 王 cxCTzyTy), 则 称 并 是 等 距 
映像 , 称 2 与 像 T.2C.20 是 等 距 同 构 的 . 

凡 等 距 同 构 的 距离 空间 ;它们 的 一 切 与 距离 相 联 系 的 性 质 都 是 一 
样 的 ,因此 今后 将 不 再 区 分 它们 .于 是 在 定义 工 中 可 认为 (2r,o) 是 
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(C2m ol 的 一 个 子 空间 , 记 做 (2 ,o)CC2m on)， 

定义 2 设 ( 多 ,p) 是 一 个 距离 空间 .集合 EC 多 满足 如 下 的 条 件 : 
VrER ;Ye>>0,j yEE, 使 得 p(x,y)<e, 就 称 巨 是 的 稠密 子 集 . 

易 见 EC 多 是 .多 的 稠密 子 集 的 充分 必要 条 件 是 YxE 2 ,存在 
巨 中 点 列 {zn) ,使 得 x, 一 x. 

定义 3 包含 给 定 度量 空间 (. 久 7,p) 的 最 小 的 完备 度量 空间 安 称 
为 多 的 完备 化 空间 ,其 中 最 小 是 指 : 对 任何 一 包含 (多 ,po) 的 完备 度 
量 空间 多, 均 有 名 C2. 

命题 4 如 果 ( 久 1,p1) 是 一 个 以 (名 ,Pp) 为 子 空间 的 完备 度量 空 
间 ， Cl [a > 和 一 0 并 且 2 在 .2 中 稠密 , 则 (2m,o) 是 (2r,o) 的 完备 
化 空间 . 

注 (1) (2%71,p1) 完 备 ,意味 着 (F715p1)“ 不 太 小 ”. 

(2) .2 在 :27 中 稠密 ,意味 着 (2 0) 不 太 大 ” 

(3) (2% ,Pp)F(% 1,p1) 一 一 (名 ,p) 的 完备 化 空间 . 

中 间 再 也 挤 不 进 一 个 完备 空间 

定理 5 每 一 个 度量 空间 (2u,oo) 有 一 个 完备 化 空间 , 且 其 完备 
化 空间 在 等 距 同 构 的 意义 下 唯一 . 


典型 例题 精 解 


例 1 设 5 为 一 切 复 数列 
你 一 (6 6) 
组 成 的 集合 ,在 $ 中 定义 距离 为 
Pr 和 2 1 es 
其 中 z== (61,2, 人,……),y 二 (Ti572，… ,YU，…). 求 证: S 为 一 个 完备 
的 距离 空间 . 
证 plz,y) 满 足 距 离 的 正定 性 、 对 称 性 两 个 条 件 是 显然 的 .为 了 
验证 i 注意 到 
acol yep er 
=~f(|g 十 吏 入 fChal 测 愧 从 
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即 
4 十 8 al 十 12 
Ta TB ll | 
i Ee Tah ot 


投 z=(b1yloy" bis") 9 则 有 


ce 


/| 
p(X,y)= 2 24 es | 名 圭 加 | 


= 了 站 |(é€4 一 名) + (6 COO— mh)| 
24 1 十 -56 一 -世态 -十 (的 二 办)| 


sl 名 一 < 2 
它 2 Ek en + 他 外 ET 
一 (zz Bz 
这 就 验证 了 o(Cz,y) 满 足 三 角 不 等 式 , 从 而 3 是 距离 空间 . 
下 面 证 明 S 的 完备 性 . 设 {z”} 是 5S 中 的 基本 列 ,其 中 x= 
(CA ED 
pRB ws 2 a 1 0 — zx" | 
(Ma 一 coV p € N). 
由 此 可 以 推出 : VkE N， 
[zz | >0 (m>00,VpE N). 
事实 上 ,对 每 一 个 固定 的 &E_N, 对 Ye: 0 二 e 二 1,3 Ni, 使 得 


1 (mt+p) _ Cn | 

2 | z™ | < Fi (m > N,, VpE N). 
取 级 数 中 的 第 项 , 它 当 然 不 会 超过 所 有 项 的 和 , 即 得 

Got ze | 


Zz | Te 


(m+t+p) Gm) 
= | 


二 


oo 


| 过。 
十 | 2 (m+p) _ 
€ 


2 因为 <1 
es fl < 


€; 


€ 
1 i 
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由 此 可 见 ,V&AE N， 
[ze zr 一 0 -(m-> co VpEN)., 

这 意味 着 VEE N,zx” 的 每 一 个 坐标 序列 {zx2”} 都 是 复数 集合 中 的 基 
本 列 . 由 复数 集合 的 完备 性 ,每 一 个 坐标 序列 {ze”} 都 收敛 ,并 存在 zi， 
使 得 |zxx"” 一 zi| 一 0《m 一 00). 现在 令 z= (zi,z2)… ,Th，…). 

下 证 x 一 >zx(m>o0). 事实 上 ,就 是 要 证 

Gny 1 [En | 更 Es 
2 ,区 ) 一 2 2” 1 十 | | 0 (m )， 


也 就 是 要 证 ,Ve 盖 0, NN, 当 m>>N 时 ,使 得 
oo (mn) 


SD 1 i | Ee 
n=] 2 有 SE E20 Ss | 


为 了 其 中 的 无 穷 多 项 部 分 二 > ,只 要 mw 之 1 一 logxe 事实 上 ， 


oo 


co 


| | 1 
2 0 


n (m) n 
n=ng 二 1 2 1 下 hz 让 by n=ng 二 1 2 


而 对 每 一 个 n 志 nn0,3 N;; 当 m 之 入 时 ,使 得 


2 


[2 | Ee (n = 1,2,. ,n0). 
取 N 二 max{Ni,N2,…,N,}), 当 m>>N 时 , 便 有 


no (m) 


和 Dd 
六 i py 37 [Tn | 


n=1 


于 是 


1 jz Sy) 
TV SND 


成 立 . 因此 {x”) 按 距离 p 收敛 于 xz, 故 (S,p) 是 完备 的 度量 空间 . 

例 2 在 一 个 度量 空间 (多 ,o) 上 ,求证 ; 基本 列 是 收敛 列 , 当 上 且 仅 
当 其 中 存在 一 串 收敛 子 列 . 
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证 基本 列 是 收敛 列 == 存 在 一 串 收 敛 子 列 是 显然 的 ,因为 整个 基 
本 列 就 是 一 上 串 收敛 子 列 . 

存在 一 串 收敛 子 列 一 基本 列 是 收敛 列 . 设 {z,} 是 基本 列 , 且 存在 
一 串 收敛 子 列 {z,} ,要 证 {z,} 是 收敛 列 . 

首先 肯定 {zx;) 的 收敛 点 是 什么 ?{z,) 的 收敛 点 当然 是 {x ) 的 收敛 
点 . 既然 {z。 } 收 敛 , 设 zz 

下 面 证 明 zx, 一 xz. 因为 {z,}) 是 基本 列 , 所 以 对 一 切 se>0, 存 在 N, 使 
得 

COW 0 CY sm > NY 

因为 nm 一 oo, 所 以 习 开 ,使 得 xz>>NCYA> 开 ) , 故 有 


passay < Er NY kDSR) 
对 上 式 令 koo 取 极限 , 即 得 


I (V n> NWN), 


即 证 得 x, 一 zz. 
例 3 设 尺 是 只 有 有 限 项 不 为 0 的 实数 列 全 体 . 在 已 上 引进 距离 
CCZ,y) 一 sup |€: = ml 
求证 :(F,p) 不 完备 ,并 指出 它 的 完备 化 空间 . 


证 取 点 列 
(n) l 1 1 | = 一 eo. 
TX = (1, 十， nn "050, EF (n= 1,2, )s 
0 
?个 
则 有 
(Cm) a I 下 四 | 
TX (1 汪汪， 2770，0， EF 
i 
2 个 
当 m>n 时 ， 
(n) Cm) 1 
这 = = (0,0,",0, =," 六 ?0，0， 1 
zm 个 
了 2 mm n 7 1 
PC ,7™) = suplze” — ze"| a es 


B35 


由 此 可 见 ,点 列 {z%} 是 不 上 的 基本 列 , 然而 ,对 于 点 


oo 
= (sg 3 i 2 
我 们 有 
plx™ ,7) = sup |z#” — zz | 省 下 (n—> co)， 


即 limz” ’ 二 zx, 但 是 x 下. 这 就 证 明了 (FF,p) 不 完备 . 
的 完备 化 空间 应 是 以 0 为 极限 的 实数 列 全 体 , 即 
正二 (和 EE R'， limé=0 
的 全 体 . 记 此 空间 为 环 .下面 证 明 ; FF 是 完备 的 ,并 且 F 在 XY 中 秽 密 . 
(1) 证 明 闷 是 完备 的 ,只 需 证 明 关 是 所 中 的 闭 集 , 
设 2 中 二 (EE = et 7 


= CE ED on EL se) = 0 (har .00), 
20 = (ED ED, EV, a) > 0 (ko0), 
XY 一 (EV ,EY ,El ,en) >0 (k—> 00), 


x” 一 (él ye 0 ) —>0 (k— oc0),， 


Z = (&, 人 
要 证 z= (61,62,*… 61," ) EF. 


人 > + => lim suplé" 一 全 | 一 0 


n>oo0 k> 


一 >Ye 记 0,3] ,使 得 sup | 人 0 (n 宇 入 ). 特别 有 
|& 一 名 | < 二 (RE 一 1,2,…). 
又 ,实数 列 {6” ) 忆 ,是 收敛 列 ， i 故 3 Ni, 使 得 
1 一 6 | 云 亏 Ch > Ni)， 
(SFE Flim|é| = 0>|éM|<$ GN,>N). 


于 是 当 ,j 宇 Ns; 宇和 Ni 时 (参照 图 1. 3)， 
16 


[Se 一 和 | + 一 | 十 || 


€ € € 
ep 


这 就 证 明了 
T= (2 ,En) EF. 
£ » 

EW i EM 

1 f 

1 1 

1 1 

1 1 

< 号 | <#U>N>N) 

| | 

1 1 

1 1 
a 

图 .1.3 


(2) 证 明 下 在 F 中 稠密 . 
Ee ZX= (6, ,EEF, 今 


= (< (n= 1,2,.…), 
n 个 


则 有 
pz ,7) = sup | 名 | 一 0 (nS oo%); 
kn 十 1 : 


这 意味 着 ,FF 中 的 任意 点 xz 可 以 由 下 中 的 点 来 甫 近 , 即 五 在 F 中 稠密 . 
例 4 求证 : [0,1] 上 的 多 项 式 全 体 按 距 离 


plp,9) = | 1pcz) — qr) dz 
是 不 完备 的 ,并 指出 它 的 完备 化 空间 . 
证 取 P(x)= 闷 贡 ,首先 证 明 {P。(z)} 在 o 度 量 下 是 基本 列 . 


力作 mtp 
P,(z) = 之 2 Prs(2) = > 二 
三 0 
1 区 十 记 大 
已 (z)， 书 当 ee 
de | > 之 了 到 党 
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oe 


下 
二 


(m—> oo0,V p E€ N. 


= 


co 


上 R 本 
pCPalz) se")= | bh 二 df 一 2 


0g=m 二 1 k=m 十 1 


二 J 1 
和 
即 P(x) 一 >e”, 但 是 e* 不 是 多 项 式 . 它 的 完备 化 空间 是 C[0,1]. 

例 5 在 完备 的 度量 空间 (多,p) 中 给 定点 列 {x,} ,如 果 Ve>0, 存 
在 基本 列 {y,) ,使 得 p(xz,,y,) 二 e(VnE€ N) ,求证 : {zx;) 收 钱 . 


证 依 题 意 , 对 之 0,3 {y,) ,使 得 


> 0 (n> 00)s 


e A 
po 人 a pwns 轴 说 于 3 9 
Ps 所 


A Ne RD H(A 华 |] 二 下 (xa) 


€ € e 
ls 


这 说 明 {z,} 是 基本 列 , 又 由 (2 ,Pp) 的 完备 性 , 知 {zx} 收敛 . 
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8$3 列 紧 集 


基本 内 容 


定义 1 给 定 距 离 空间 (名,p),A 是 .多 的 子 集 , 如 果 有 4 中 的 任意 
点 列 在 4 中 有 一 个 收敛 子 列 , 则 称 4 是 列 紧 的 . 如 果 这 个 收敛 子 列 还 
收敛 到 4 中 的 点 , 则 称 4 是 自 列 紧 的 . 如 果 空 间 多 是 列 紧 的 ,那么 称 
2 是 列 紧 空间 . 

命题 2 KR 中 有 界 集 是 列 紧 集 ,任意 有 界 闭 集 是 自 列 紧 集 . 

命题 3 列 紧 空间 内 任意 子 集 是 列 紧 集 ; 任意 闭 子 空间 是 自 列 紧 
集 . 

命题 4 列 紧 空 间 必 是 完备 空间 . 

在 距离 空间 内 ,点 集 有 界 性 保证 不 了 它 的 列 紧 性 . 为 了 刻画 列 紧 
性 ,Hausdorff 引入 了 完全 有 界 性 概念 . 

定义 5 给 定 距离 空间 (2 ,p) ,MCA 

(1) 设 存在 NWCM,s>0, 若 对 任意 zEM, 总 存在 yEN, 使 得 zE 
B(y,e) ,那么 称 N 是 MM 的 一 个 s 网 .如 果 N 还 是 一 个 有 限 集 ,那么 称 
NN 是 M 的 一 个 有 限 。 网 . 

(2) 如 果 对 任意 e>>0, 都 存在 M 的 一 个 有 限 网 , 则 称 集合 M 是 
完全 有 界 的 . 

定理 6(Hausdorff 定理 ) 设 (2r,o) 是 距离 空间 ,MC.2-. 

(1) 若 M 在 .2 中 列 紧 , 则 MM 完全 有 界 ; 

(2) 若 .27 是 完备 空间 ,M 完全 有 界 , 则 M 列 紧 . 

定义 7 一 个 距离 空间 若 有 可 数 稠密 子 集 , 就 称 为 是 可 分 的 . 

定理 8 完全 有 和 界 的 距离 空间 是 可 分 的 . 

定义 9 设 必 是 距离 空间 (名 ,p) 的 一 个 子 集 ,3={Gi)ier(7 是 指 
标 集 ) 是 多 的 开 集 族 . 若 MC 山 G, 则 称 5 是 M 的 一 个 开 覆 盖 . 如 果 
M 的 任意 开 覆 盖 包 含 M 的 有 限 开 覆盖 , 即 M 的 开 履 盖 了 = (Ce jer 内 


存在 G,，…,G, ,使 LU Gu 二 MX 就 称 M 为 紧 臻 集 ,简称 紧 集 . 


定理 10 设 (2r,o) 是 距离 空间 ,为 了 MC.2 是 紧 致 集 ,必须 且 
仅 须 它 是 自 列 紧 集 . 

用 CCM) 表 示 M 一 民 的 一 切 连 续 函 数 全 体 . 如 下 定义 给 出 连续 函 
数 空间 上 列 紧 集 的 刻画 . 

定义 11 设 FCC(M) 是 一 个 子 集 , 称 它 是 一 致 有 界 的 ,是 指 存在 
常数 Mi ,对 任何 2E 下 ,都 有 [PCz) | 委 20. 

定义 12 设 fCC(M) 是 一 个 子 集 , 称 它 是 等 度 连续 的 ,是 指 任 给 
e>>0, 存 在 96=0(e) 二 0, 使 得 对 任意 VE 下 以 及 zz EM, 只 要 
ozlyzz)<< ,就 有 |p(Czl) 一 PCzz) | 二 se. 

定理 13(Arzela-Ascoli 定理 ) 集合 fCC(CM) 是 一 个 列 紧 集 的 充 
分 必要 条 件 是 : 

(1) 下 一 致 有 界 , 即 存在 常数 Mi, 对 任何 fEF, 都 有 |f(x)| 志 Mi; 

(2) F 是 等 度 连 续 的 , 即 任 给 se 盖 0, 存 在 $=$(s) 过 0, 使 得 对 任意 
fEFR 以 及 zi,X2zEM, 只 要 p(xzi,X2) 过 6, 就 有 |f(z1) 一 f(zx2) | 过 e. 

命题 14 设 M 是 一 个 紧 距 离 空间 , 带 有 距离 p. 用 CCM) 表 示 M 
上 一 切实 值 连续 函数 全 体 , 定 义 

d(u,v) = max |u(z) vw) Viv Ee Ct, 

则 (CCM) ,q) 是 完备 距离 空间 . 

定理 15 设 MC7?,M 列 紧 的 充分 必要 条 件 是 : 

(1) M 有 界 , 即 存在 常数 M1 二 0, 对 任意 的 


T= (TisT29 Ts") EM, 


有 2》) | 入 Ma 
n=1 


(2) 级 数 集 | 2 |z,|:; zx 二 (x1,zs,…,z,，…) EM| 等 度 连续 , 即 


Ve>>0,jno=no(e) 和 N, 使 得 对 每 一 个 XT (ky wes") EM5 当 n> 
nol(e) 时 ,都 有 


测 Ie) .< 忆 
典型 例题 精 解 


例 1 在 度量 空间 中 求证 : 子 集 4 是 列 紧 的 充分 必要 条 件 是 : 对 
20 


Ye>0, 存 在 4 的 列 紧 的 。 网 . 
证 必要 性 显然 ,只 证 充分 性 . Ve>0, 设 W 是 4 的 列 紧 的 二 网 ; 


No 是 N 的 有 限 六 网 , 则 有 


VzE4，3seN， PO 


<E N， 3 we €E Ne pz < 


一 OK 到， 丈夫 过 (EY si p(s < 这 | = 


即 No 是 4 的 有 限 e 网 .于 是 4 是 完全 有 界 的 ,由 此 得 4 是 列 紧 的 . 
例 2 给 定 距 离 空间 (多,p), 设 MC.% 是 紧 集 ,求证 M 上 连续 
函数 必 有 界 , 亦 达 到 它 的 上 、 下 确 界 . 
证 对 任 取 的 zx,EM, 由 M 是 紧 集 ,3 zx 一 xoEM, 再 由 f(x) 连续 
性 , 当 ->co 时 ,有 f(zo)<f (zs)-> 十 co. 令 
p= supf (z)—— f(z) 委 0. 


由 上 确 界定 义 ,Ye>0,zEM,JCzo)>B-e 特别 取 e= 二 ,有 {z,) ,使 
B—T<f)<h. 
特别 对 取 到 的 zx.EM, zx, 一 xoEM, 使 当 k->co 时 ,有 
J (zo)< zu) 一 B=>f(zxo) 二 B (由 极限 唯一 性 ). 
注 ” 紧 集 条 件 不 可 少 . 例如 在 (0,1] 上 考虑 {zx,(z)}， 
zl) =, f(x) = | ed 


1 
ey = | "a = De m1 nt ) 一 0，0 称 (0,1]. 


例 3 在 度量 空间 中 求证 : 完全 有 界 的 集合 是 有 界 的 ,并 且 通 过 考 
虑 2 的 子 集 


{er} is eh = 0 ls Os) 


来 说 明 一 个 集合 可 以 是 有 界 但 不 完全 有 界 . 
证 设 MM 是 完全 有 界 集 ,那么 Ye 二 0,IJ M 的 有 限 的 es 网 .特别 对 
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e 一 1, 设 N 王 (ziyz…yz) 则 有 MC U Bx,1). 于 起 VxXEM, 设 a 


k=1 
为 度量 空间 2 的 一 个 固定 元 ,我 们 有 
za) SE 0 4) 十 CC 二 BY maxp(lzi;a), 
即 M 是 有 界 的 . 
下 面 说 明 {e)22, 有 界 但 不 完全 有 界 . 首先 ,对 Vk,pr(ei,0)= 二 1, 其 
中 
0 = {00 0 )s 
由 此 可 见 {ex)* 1 有 界 . 再 注意 到 
e — ej= (0,0,° 13035°") — (0,0,°% ,1,0,.°) 
省 i 
3 个 
= (00%,109 17 CR 2 
论 


2 
O(eiyeji) = (3 le 一 2 = MY" OAD. 
k=1 


由 此 可 见 , {ex) 欠 1 与 其 任意 子 列 都 不 收敛 ,从 而 {er}t2! 不 是 列 紧 的 , 根 
据 Hausdorff 定理 ,也 就 不 完全 有 界 . 

例 4 设 (27,o) 是 度量 空间 ,Pi ,Ps 是 它 的 两 个 紧 子 集 , 求 证 3 zx 
EEF],XzEF;,, 使 得 PCF1,Fi)= 二 p(xzi,x2), 其 中 


def 有 
pFi,F,) 一 一 inf 本 Cy DY) 


ZEF1YER2 


证 d=potFiF YY XER1,yE Rs, 由 下 确 界 定义 知 Vn€EN, 
加 ZEFiyEFa，, 使 得 


4 扫 pkzoy) 坟 2 十 过 . 


设 Zn 说 X1E Fi, 相应 的 ya ETFi5 序 列 (ya) 未 必 收 敛 , 但 因为 F, 是 紧 
集 , 存 在 它们 的 子 序列 {y,。} 收 敛 , 设 y, 一 zzEFs, 即 有 


dR PK oN d 十 本 一 = CCzlyZz)。 
EF 了 k; 


例 5 设 M 是 CLa,5b] 中 的 有 界 集 ,求证 集合 
HM= {F(ze)= [falf € Mm) 
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是 列 紧 集 . 
证 设 
E= {rcs) = | falf € M), 
vfiEM, [IfGC 放 过 bn (Vt € [a,b]), 


IF(z)|= rod 
即 五 一 致 有 界 . 又 
[PGE 下 (zi) | = ro 


b 
<| OldusMe-o VPEE), 


人 [rom 


a Mela 》 


Ye>0 取 9 一 让, 当 |z 一 辐 | 天 8 时 
0 


=>|F(zs) — F(z1)| ee (VF EL), 
即 五 等 度 连续 . 由 定理 13 结论 得 证 . 
例 6 求证 (sinnt)>, 在 CL0,*] 中 不 是 列 紧 的 . 
证 只 要 证 {sinnt) | 非 等 度 连续 . 


对 机 二 1 VS05 下 kE NN, 使 得 二 <6,m4 一 2k, 一 让 [0,r] ,to= 


0, |t:—0| = |sinns * ti—sinns * 0|=sin = 


这 

由 此 可 见 , {sinnt)2! 非 等 度 连续 . 

例 7( 空 间 中 集合 4 的 列 紧 性 条 件 ) 4 在 中 是 列 紧 的 , 当 
上 且 仅 当 对 于 任何 nE€ N,3C, 二 0, 使 得 对 Vé=(&1,62,…,6,,…)EA4 的 
点 的 第 个 坐标 的 数 集 是 有 界 的 , 即 |&,| 志 Cn 二 1,2,*…*). 

证 必要 性 因为 4 在 中 是 列 紧 的 ,任意 一 个 无 穷 点 列 (&”)} 
E4 可 以 取出 收敛 子 序列 {&”*). 因为 2 中 的 收敛 与 按 坐 标 收 敛 等 价 ， 
所 以 点 列 {&”} 中 的 每 一 个 点 (固定 m) 的 坐标 序列 (6.”} (n= 二 1,2,…) 
也 可 以 从 其 任意 无 穷 子 集中 取出 收敛 子 序 列 , 而 坐标 序列 构成 数 集 , 要 
从 其 任意 无 穷 子 集中 取出 收敛 子 序列 显然 应 该 要 求 它们 有 界 . 

充分 性 为 了 证 明 充 分 性 ,根据 例 1, 只 要 构造 4 的 列 紧 的 s 网 . 
V e>0, 取 定 一 个 充分 大 ,使 得 六 <e. 考虑 形 如 刀 一 (人 6 6，0， 

个 
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0,…) 的 点 的 集合 五 ,其 中 ZX 二 (61 ,562,656,411,…) EA4. 因 为 
"1 | 名 | < 
pl(z,h,) = > 1 IS >3 pr 


k=n+1 k=n+1 
所 以 瑟 是 4 的 e 网 . 

再 证 五 在 9 中 是 列 紧 的 .事实 上 ,可 以 将 五 看 做 是 元 素 为 (&， 
6,，…,6,) 的 n 维 空 间 中 的 子 集 ,由 假设 |& | 二 Ci(%==1,2,…,n), 即 每 
个 坐标 都 是 有 界 的 ,所 以 五 可 看 做 是 维 空间 中 的 有 界 集 ,从 而 是 列 

例 8 设 (3,o) 是 距离 空间 ,M 是 名 中 的 列 紧 集 , 若 映 射 f: 
.21 满足 

CC1 RISYIN) SOL) AV ry€ RE) 
求证 f 在 .名 上 存在 唯一 的 不 动 点 . 
证 记 d=inf{p(zx,f(z))|zxE 有 用). 先 证 存在 xo€ 用 ,使 得 
Om) Cen) hd, C1 
这 从 下 确 界 的 定义 出 发 .Yn€ N, 了 x, EM, 使 得 


a pl f(t)) LAF 
又 因为 M 列 紧 , 故 存在 x, 一 zo. 将 上 面 不 等 式 中 的 改 为 n4, 即 
dR pteard (mn)) a 


并 令 & 一 oo,(1) 式 得 证 . 

再 证 d= 二 0. 用 反 证 法 . 如 果 d>0, 则 有 cz 委 poCFGzo) ,fF(f (zx0))) 二 
plzosf(zo)) 二 d，, 忒 盾 . 

例 9 设 (M,p) 是 一 个 紧 距 离 空 间 , 又 ECCCM),E 中 函数 一 致 
有 界 并 满足 : 


[z(t ) pe | Sm eA 2 
VzEE,ti,tsEM, 其 中 0 二 a<<1,c 这 0. 求证 在 COM) 中 是 列 紧 集 . 


际 
“, 当 p(ty) 过 6 时 ， 


证 Ve>0, 取 6 一 | 三 


|z(8) CO— z(t,)| Re 
所 以 五 是 等 度 连 续 的 ,因此 五 是 列 紧 集 . 
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8$ 4 线性 赋 范 空间 


基本 内 容 


线性 空间 与 线性 赋 范 空间 

上 一 节 我 们 在 距离 空间 上 讨论 了 映射 的 不 动 点 问题 . 然而 距离 空 
间 只 有 拓扑 结构 ,对 于 许多 分 析 问 题 只 考虑 拓扑 结构 不 考虑 代数 结构 
是 不 够 用 的 ,因为 在 分 析 中 通常 遇 到 的 函数 空间 ,不 但 要 考查 收敛 而 且 
要 考虑 到 元 素 间 的 代数 运算 . 

定义 1 设 . 久 是 一 个 非 空 集 ,区 是 复 ( 或 实 ) 数 域 .如 果 下 列 条 件 
满足 , 则 称 .多 为 一 复 ( 或 实 ) 线 性 空间 . 

(1) .2 是 一 加 法 交换 群 , 即 对 Yr,yE2 ,xzE2, 记 做 zx 一 z 十 》， 
称 为 x,y 之 和 ,适合 

交换 律 zz 十 y 一 > 十 Zi; 

结合 律 《zx 十 y) 十 z= 二 x 十 (y 十 z); 

存在 唯一 零 元 素 “了 习 唯一 零 元 素 0E .2 ,对 YzEZ 


Z 十 0 一 0 十 工 ; 
任 一 元 素 存 在 唯一 负 元 素 YXxE 恼 ,了 唯一 x'E 久 ,使 得 
en ee 


(2) 定义 了 数 域 KK 中 的 数 a 与 xz€ 多 的 数 乘 运算 , 即 
V (a,r)E€E KX 2H， 了 IjUE€ 如 ， 记 做 = az 
称 为 x 对 a 的 数 乘 , 适 合 
结合 律 ”(aB)zx==a(Bz); 
存在 唯一 单位 元 素 “1”,1E:2 ,使 得 1* X== 广 ; 
分 配 律 
(a 站 Bxr=ar+i+pBr (Va,pPEe KVrE HR), 
az 十 y) 一 oz 十 ay (Vx,y€E ,VaE€ RK). 
线性 空间 的 元 素 又 称 为 向 量 ,因而 线性 空间 又 称 为 向 量 空间 . 
下 述 概念 是 线性 空间 的 基本 概念 . 
2§ 


线性 同 构 设 .多 ,多 都 是 线性 空间 ,T: 2 一 27 称 为 一 个 线 
性 同 构 , 是 指 

(1) 它 既 是 单 射 又 是 满 射 , 即 它 是 一 对 一 的 ,并 且 是 在 上 的 ; 

(2) Tl(azi+By)=aTz+BTy (Vr,yE 2 ,Va,PE KR). 

线性 子 空 间 设 EC2T, 若 巨 依 :2 的 加 法 与 数 乘 还 构成 一 个 线 
性 空间 , 则 称 E 是 . 久 的 一 个 线性 子 空间 . 

多 及 {0} 都 是 多 的 线性 子 空间 ,我 们 称 它们 为 平 几 的 子 空间 ,而 
称 其 他 的 子 空间 为 真子 空间 . 

线性 流 形 设 EC%, 若 xo&€ 久 及 线性 子 空 间 C2i, 使 得 

Em E+z {rizlr€ E,), 

则 称 五 为 线性 流 形 . 简单 地 说 ,线性 流 形 就 是 子 空间 对 某 个 向 量 的 平 
移 . 

线性 相关 一 组 向 量 zx,x,,…,z,E 锡 称 为 是 线性 相关 的 ,是 指 
了 不 全 为 零 的 九 , 和 ，,…, 加 € 区 ,使 得 

p UR pn i Ce i en i 

否则 称 为 是 线性 无 关 的 . 

线性 基 若 4 是 名 中 的 一 个 极 大 线性 无 关 向 量 组 , 即 4 中 的 向 
量 是 线性 无 关 的 ,而 且 任 意 的 xE 多? 都 是 4 中 的 向 量 的 线性 组 合 , 则 
称 4 是 多 的 一 组 线性 基 . 

维 数 ”线性 空间 中 的 线性 基 的 元 素 个 数 ( 势 ) , 称 为 维 数 . 

线性 包 ” 设 A 是 一 个 指标 集 ,{z;|4€E A} 是 台中 的 向 量 族 ,一 切 
由 {zs1XE 4) 的 有 穷 线性 组 合 组 成 的 集合 

{9 一 oa 4 [A € A,a, € K,i = 1,2,.%,n)} 

称 为 {zi14E€E A} 的 线性 包 . 这 线性 包 是 一 个 线性 子 空间 ,不 难 证 明 它 
包含 {zi|4E€E A}) 的 一 切线 性 子 空间 的 交 . 因此 称 线性 包 为 { etre 
成 的 线性 子 空间 , 记 为 span {zi|4€ A}). 

线性 和 与 直接 和 设 五 ,五 :是 .2 的 子 空间 ,我 们 称 集合 {z 十 y| 
XEEk1,yEER,) 为 Fi 与 EF, 的 线性 和 , 记 为 Ei 十 E，. 

对 于 任意 有 限 个 子 空间 ,定义 依 此 类 推 . 

又 车 (Ei,E,) 中 的 任意 一 对 非 零 向 量 都 是 线性 无 关 的 , 则 称 线性 
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和 E 十 E, 为 直接 和 , 记 做 EE2. 这 时 忆 门 Es 二 (0), 对 YrzEE 昌 
EF,， 有 唯一 的 分 解 : z= 二 z 十 Xs(z;E Ei;,1 二 1,2). 

定义 2 设 .2 是 复 ( 或 实 ) 线 性 空间 ,对 于 .2 中 每 个 元 素 xz, 按 照 
一 定 法 则 与 一 非 负 实数 上 zl 相对 应 ,满足 : 

(1) llzl 宇 0, 且 lxl=0<=3z=0( 正 定性 ); 

(2) jz 十 yl 志 |zl 十 lyll(Yz,y€E 史 )( 三 角 不 等 式 ); 

(3) |azl=|allzl(a€E 区,z€E 名)( 齐 次 性 ). 
K 是 复 (或 实 ) 数 域 , 称 .2 是 复 ( 或 实 ) 线 性 赋 范 空间 ,| zl 为 元 素 xz 的 

在 以 后 的 讨论 中 一 般 均 指 复 线性 赋 范 空间 ,并 简称 为 线性 赋 范 空 
间 , 并 称 其 为 B* 空间 .对 于 xz;y€ 慨 ,定义 距离 

pz3%) = z= yl 

容易 证 明 ,p(x,y) 满 足 距离 三 公理 ,因而 (多 ,p) 是 一 个 距离 空间 . 以 后 
约定 几 讲 到 线性 赋 范 空间 时 总 认为 它 是 距离 空间 , 且 距 离 由 p(x,y)= 
上 zx 一 yl 来 定义 . 

有 了 距离 , 便 可 以 引入 收敛 性 概念 . 称 序列 六 E. 有 -收敛 于 ,是 指 

lim lz, — zl = 0. 

这 种 收敛 常 称 为 依 范 数 收敛 , 记 做 limz, 二 zx. 

有 了 距离 , 便 可 引入 以 z 为 中 心 r 为 半径 的 球 邻 域 

U(x) = {y & Hy =x) <r}, 

于 是 欧 氏 空间 民 中 开 集 、 闭 集 、 聚 点 以 及 稠密 性 等 概念 都 可 以 搬 到 线 
性 赋 范 空间 中 来 . 

定义 3 完备 的 线性 赋 范 空间 叫做 Banach 空间 ,简称 为 B 空间 . 


几 个 重要 的 Banach 空间 
ls 复 欧 氏 空 间 C'. 设 z= (xi,xs)*" ,7T,)E C' ,引进 范 数 
证 
lzl = ( D1.1)?, 


C 是 一 个 Banach 空间 . 
2. 空间 CCM) (M 是 一 个 紧 距 离 空 间 ). 显然 
If = max |f (z)| 
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是 一 个 范 数 ,CCWM) 是 一 个 B 空间 . 
3.， LQ,1) (1 过 p 二 %%) 空 间 . 设 (Q, 久 ,py) 是 一 个 测度 空间 ,是 
Q 上 的 可 测 函 数 , 而 且 |fCzx)|? 在 Q 上 可 积 .这 种 函数 了 的 全 体 叫 做 
(0Q, 多 ,1) 上 的 pb 次 可 积 函 数 空间 , 记 做 L*CQ,p),L*(Q,p) 按 通常 的 
加 法 与 数 乘 规定 运算 ,并 且 把 几乎 处 处 相等 的 两 个 函数 看 成 是 同一 个 
向 量 . 经 过 这 样 处 理 过 的 空间 LC(0,w) 仍 是 一 个 线性 空间 . 定义 


a LW eel, 


那么 上 :是 一 个 范 数 . L*(0Q,p) 是 一 个 B 空间 . 

它 有 两 个 重要 特殊 情形 : 

(1) 2 是 到 中 一 个 Lebesgue 可 测 集 ,djy 是 Lebesgue 测度 时 ,就 
是 二 (2). 

(2) 当 0Q== N 时 ,是 等 分 布 测度 : y({n}))= 二 1(Yn€ N). 这 时 候 


CQ, 办 由 满足 忆 |.1*<“ 的 序列 /一 ) 这 ,组 成 , 妈 r. 
4. Sobolev 空间 恕 (02). 设 0 是 恨 中 有 界 连 通 开 区 域 ,mE€ N， 
1 过 p 二 20, 对 于 C”(f2) 中 的 元 ,定义 


2 
lls = | Bhat ae) 


lal<m 

不 难 验证 | ,是 范 数 ,但 C”(WD) 依 "|, ,不 是 完备 的 . 

任意 不 完备 的 线性 赋 范 空间 :27, 可 以 把 它 完 备 化 , 即 确定 一 个 完 
备 的 线性 赋 范 空间 区 ,2 可 以 连续 地 嵌入 安 - 成 为 其 稠密 的 子 空间 . 
将 C” (0Q) 的 子 集 

S$ {u € C"(0)| zl < 00} 

按照 模 |ul,, ,完备 化 ,得 到 的 完备 化 空间 称 为 Sobolev 空间 , 记 做 
HH”?(0). 它 在 偏 微分 方程 论 中 起 着 非常 基本 的 重要 作用 . 特别 当 p= 
2 时 ,五 ”2:(2) 简 单 记 成 HH”*(0). 

引进 范 数 或 引进 距离 是 为 了 研究 一 种 收敛 性 . 不 同 的 范 数 有 可 能 
导致 相同 的 收敛 性 . 导致 相同 收敛 性 的 范 数 称 为 互相 等 价 的 ,确切 地 
说 : 
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定义 4 设 | :中 与 上, 是 线性 空间 上 两 个 不 同 的 范 数 . 若 当 ”一 

co 时 ， 
|z,l, > 0== |z,l, > 0,， 

则 称 上 中, 比 上 中 强 . 如 果 上 中 ; 比 上 中 强 而 且 又 上 中 比 上 中 强 , 就 称 
| 中 与 上 |; 等 价 . 

命题 5 为 了 | .| 比 | 由 强 , 必 须 且 仅 须 存在 常数 < 之 0, 使 得 

| 村 雪夫 非 吉 沽 了 ME 入 

推论 6 .2 上 的 范 数 | 与 上 等 价 的 充分 必要 条 件 是 存在 常 

数 clyc; 盖 0, 使 得 
可 中 有 臣 过 和 相 必 六 要 本， VEE 

定理 7 有 穷 维 线性 空间 上 任意 两 个 范 数 等 价 . 

本 定理 表明 : 具有 相同 维 数 的 两 个 有 穷 维 线性 赋 范 空间 在 代数 上 
是 同 构 的 ,在 拓扑 上 是 同 胚 的 . 

有 穷 维 线性 赋 范 空间 必 是 Banach 空间 . 

推论 8 B 空间 上 的 任意 有 穷 维 子 空间 必 是 闭 子 空间 . 

定义 9 设 P: 统一 民 是 线性 空间 .名 上 的 一 个 函数 , 若 它 满足 

(1) P(x 十 y) 声 P(x) 十 Ply) (VzyyE2)( 次 可 加 性 ); 

(2) POz)= 二 4AP(x) (V4 之 0,;YVxzE 多 )( 正 齐 次 性 )， 
则 称 书 为 2 上 的 一 个 次 线性 泛 函 . 

如 果 忆 还 满足 忆 (z) 三 0(VzE.2), 并 且 代 蔡 (2) 的 是 己 (z) 一 
AIPCz)CVAE KKYzE2D), 则 称 己 是 一 个 半 范 数 或 半 模 . 

次 线性 谤 函 的 性 质 ， 

(1) P(0)==0. 事实 上 ,从 正 齐 次 性 , 令 z=0, 4 一 2, 即 得 

PW) = 2P(0)=>~P(0) = 0. 
(2) P(z) 是 凸 函数 .根据 次 可 加 性 有 
POz+ (oAVy) PAOr) 十 PCG — Ny); 
再 由 正 齐 次 性 有 
POAz) 十 PC 一 My) = AP(z) 十 (1 一 DPC)， 
故 有 
POz+t (1 — Ny) AP) 十 (1 一 人 POCO， 
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(3 VAZ03PCz) 二 P4| 册 引 - 忆 小 三 |W 
(4) |P(z)—P(y)|<max{|P(z—y)|,|P(y—z)|)}. 
定理 10 设 P 是 有 穷 维 B 空间. 名 上 的 一 个 次 线性 沁 函 ,如 果 
PCz) 三 0(VzE.2) ,并 且 PCz)=0< 一 z 一 0, 则 存在 正常 数 ci,cs， 使 得 
oz) < Plz) lzll VE RN 


应 用 (最 佳 逼 近 问 题 ) 
定理 11 设 .2 是 一 个 线性 赋 范 空间 , 若 eez,…，,e, 是 2 中 给 
定 的 向 量 组 , 则 VzES3r, 存 在 (AD)GE 开 ' ,使 得 


Se 
i=1 teKk” i 

其 中 6 一 (6 ,61,… ,6,). 

定义 12 B* 空间 (多 ,|*‖) 称 为 严格 凸 的 ,是 指 YVzrx,y€E 人 Rr 关 y 
必 有 

lzl = lyl=1== laz+pBy|l <1 (ya,8>.0,4+ 8 = 1). 

定理 13 设 2 是 严格 凸 的 B* 空间, (ei,es，,…,e) 是 . 统 上 给 定 
的 线性 无 关 向 量 组 , 则 YzxE€ 2, 存在 着 唯一 的 一 组 最 佳 逼 近 系 数 
(MD)E KK, 适合 


人 
i=1 seK i=1 


有 穷 维 B* 空间 的 刻画 

定理 14 .线性 赋 范 空间 .2 为 有 穷 维 的 充分 必要 条 件 是 .2 的 单 
位 球面 是 列 紧 的 . 

推论 15 为 了 B* 空 间 . 多 是 有 穷 维 的 ,必须 且 仅 须 其 任意 有 界 集 
是 列 紧 的 . 

引 理 16(F. Riesz 引 理 ) ”如 果 多 ,是 B 空间 .% 的 一 个 真 闭 子 空 
间 , 那 么 对 Y0<es<1,3yE.2 ,使 得 yl 二 1, 并 且 . 

ly—zl 宇 1—e (Vz ER). 


商 空 间 
设 2 是 线性 赋 范 空间 ,2 是 有- 的 闭 线性 子 空 间 , 对 于 zx，y€ 
2 , 若 z 一 yES20, 称 二 与 y 等 价 . 将 .2 中 向 量 按 等 价 分 类 .把 每 一 
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-个 等 价 类 看 做 一 个 新 的 向 量 , 这 种 向 量 的 全 体 组 成 的 集合 用 2/ Sm 
表示 ,并 称 其 为 商 空间 . 
命题 17 (1) 若 [x]E 多 /六 %,, 则 xzE Lz] 的 充分 必要 条 件 是 [z] 
二 十 X60 
(2) 若 在 多 /多 中 引入 加 法 与 数 乘 如 下 : 
i 和 必 认 天 全 


ds WE dE 
其 中 xz 和 y 表示 等 价 类 [zj],[y] 的 任 一 元 素 ,又 规定 范 数 ( 见 图 1. 5) 
zl = inf (lzlllz € [zj},, VY Lz]eE .2% /2%,, 
那么 (27/2 |. 几 是 一 个 线性 赋 范 空间 . 
(3) [LXER /NM Le J; 
inf{|z = oll|zo € .20} = [zj 


E] =x+ 和 


典型 例题 精 解 


例 1 用 CC0,1] 表 示 (0,1] 上 连续 且 有 界 的 函数 zx(z) 全 体 .对 Vz 
EC(0,1], 令 lzl= sup Ix) |. 求 证 : 

(1) 用 .| 是 CCo,1] 空 间 上 的 范 数 ; 

(2) 广 与 C(0,1] 的 一 个 子 空间 是 等 距 同 构 的 ， 

解 (1) 略 . (2) YzEC(Osl]， 


31 


le = suplz(2) < hal. 
7 之 1 


反 2 Va= (S13 和 人 Es “NE 人 ， 将 点 列 GE, Cys [去 Tn 
[ 士 ,&,| ，… 用 折线 连接 起 来 ,得 到 一 个 函数 r。(D): 


rt) ECO, llzl 和 supl 和 | sesss 


la,ll,, < zl 
=— lal 
lz < lall,, 


注 0 A eh en hed i i 
wt) = zx(a) 于 二 


~ = lzll. 


| 各 PT 


a | 于 CO 


例 2 
1 本 
a (J dre FIP lV)dz) , yfe cr 一 1 
求证 : (C![ 一 1,1], 上 中) 不 完备 . 
分 析 为 了 证 明 (C![ 一 1;1], 上 1) 不 完备 ,只 要 在 (C'[ 一 1， Ls 
1 .1 ) 中 找到 不 收 生 的 基本 列 . f(z) 三 |z| 二 VE 是 不 属于 C'[ 一 1,1] 


的 最 简单 函数 之 一 . f(x) 二 z 十 喜 ( 一 1<z<1)】 ”是 点 点 收 全 到 


f(z) 一 |z| 的 最 简单 函数 列 之 一 . 因而 我 们 从 考虑 (了 ,Cz) 一/ z' 十 十 
(1<z<1)) 入 手 . 
证 考虑 C[ 一 1,1] 中 的 函数 列 . 
(f(z) = \/ 必 十 六 rn 
n 1 
第 一 步 ” 证 {f,(z))7 按 范 数 | 用 是 基本 列 ， 
事实 上 ;无 如 二 ,不 妨 设 mx 二 n, 则 有 


{el 
x 
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人 ?| 


2 


2 
er 
m n 
1 1 


dz 
m n 
= 志和 这 
其 中 
t 1 . 
五 = 引 ee Le Ee 定 2 
0 m 
又 因为 
2 
必 十 点 一 | 
m 
-和 2 一 2 二 a 
m n 
有 2 
n m1 n 
所 以 
Vl (n—> co); 
而 
也 1 : | 
n=2| 2 d 
ee 2 十 工 x 十 古 J, 
m n 


2 
注意 到 Vz 宇 0, 一 一 过 1， 
XT 十 一 5 
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2 十 二 十 、/ z 十 Es 
可 
4 
i 
和 2 十 = 
n 
我 们 有 
1 
1,< | ! 1 adz 
12 0 (x ue 二 | 
n 
cel nix 3 立 一 1 
一 | 2 攻 古 ee arctannz | a 
1 n’ 3 
二 人 一 0 (2 一 coco). 
于 是 


fax) 一 万 (z) 有 一 0 (m,n—> o0). 


无 < a eb 


在 (CYL 一 1,1]j, 上 中) 中 不 收敛 . 这 只 需 证 {f(z))? 按 范 数目 收敛 的 
极限 元 素 不 在 C'[ 一 1,1] 中 . 

事实 上 , 记 FF) |z|. 因为 
fz) CO— (2) 和 | ACD a Ls 


2 


| 1 4 中 让 一 
0 站 区 所 0 5 Tz 
n 
3 2 
一 ?| 82 十 6n 和 2 [1 
3n n 
2 li 1 
一 全 [1 十 点 一 一 arctan72 | ， 
3 n n 
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上 | 由 g 
所 以 limlf,(zx) 一 f(x 冲 二 0, 即 有 矿 (z) 一 | 工 | , 换 句 话说 ,( 廊 (z))7 


按 范 数 | 收敛 的 极限 元 素 就 是 |z|, 但 是 |x| CT[ 一 1,1]. 这 意味 
着 在 (C:[ 一 1 ,1j, 上 | 中) 中 不 收敛 . 
综合 以 上 两 步 知 ,在 (C'[ 一 1,1], 上 1) 中 存在 不 收敛 的 基本 列 


(Y= 二 | 从 而 (CIE 一 1,1J, 由 不 完备 


例 3 在 C[0,1] 中 ,对 每 个 zxEC[L0,1]j, 令 
1 2 i i 
lz = (fz re), lzls= (fa tor ld). 
求证 | .外 和 上 -1 是 c[o,1] 中 两 个 等 价 范 数 . 
证 显然 |zl, 过 lz. 考虑 
,三 | 二 


1 和 
=| lz@ ldt+ | 。| 二 人) |2dz 
0 0 


1 
过 ?| [zl ldz = 2 lzll: 
0 


=—=|zl, <~V?2 lzl. 
例 4 设 BC[o,co) 表 示 [0,co) 上 连续 上 且 有 界 的 函数 f(x) 全 体 ， 
对 于 每 个 f€E BC[o,co) 及 a 二 0, 定 义 


ed > 
本 ntond dh 


(1) 求证 上 | 是 BC[0,co) 上 的 范 数 ，; 
(2) 若 ca,p>0,a 天 9， 求证 | |, 外. 外 作为 BC[0,oo) 上 的 范 数 是 不 
等 价 的 . 
证 不 妨 假设 5 二 a 二 0, 显 然 有 fl, 二 上 fj, 由 此 可 见 ; 为 了 证 明 
不 等 价 性 ,只 要 证 不 存在 c 二 0, 使 得 
I sel ‘CVE BCLO,S)). 


,ll; 
IF Te 考虑 ( 见 图 1. 6) 


只 需 证 3 f,€ BC[0,oo), 使 得 
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ss Ow 
def 


e”(n 十 1 一 7X)，n 二 Xz 二 n 十 1， 
0; ; 


def 
f(x)—— NN gl7), 


nn 
If 宕 lL ed 


EC 


le [eees | fd pe 
0 


| n 


fl 6b—a 
$y 
o] ew (n#1=) 
1 
O nnt+l 


例 5 设 多 ,这 ,是 两 个 线性 赋 范 空间 , 称 
R= XR,= (rr) |r €E Ri ry € Fe) 
为 2r, 与 多 ,的 笛 卡 儿 室 间 . 规 定 线性 运算 如 下 : 
a(zisT2) 十 BCyya) 一 (azi 十 Byiyazs 十 By2)， 
0 有 BE 了 IERI;| rnWER ,, 
| (zi,z2)) = max zill, zl,), 

其 中 中 和 上 -中 分 别 是 2, 和 多 ,的 范 数 .求证 : 如 果 多 1, 多 ,是 B 
空间 ,那么 2 也 是 B 空间 . 

证 设 {z"”} 是 名 中 的 基本 列 ,其 中 z=(z1? ,zz ), 则 


|z™ 一 元 四 | (n,m 一 > Co) 
zr™ — zx™| ->0 (n,m — co)， 
lz® zm, >0 n,m"— 0). 
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因为 有 7， 是 B 空间 ,所 以 Iwi€R 使 得 x1” 一 zi; 又 因为 多 是 B 空 
间 , 所 以 了 ] x,€F, 使 得 zz 
e 加 | 人 
将 zx 一 (zyzxz). 下 证 x" 一 >zx. 事实 上 ,Ve>0,I3NE N, 使 得 
| 了 < 可 (VY n,m 之 N) 


€ 


和 一 OY 而 二 有 
加 [Ee (VY nm > N) 
| at lt Oi NY 
la = MND 
由 此 有 
lz® — z= max(z® — zilli;lz®™ — zz),) 


Se VN 
例 6 设 久 是 B”* 空间, 求证 : .2 是 B 空间 ,必须 且 仅 须 对 
VY {x}CR ,> zx 天 co 一 >》 yz 收 全 . 
六 一 寺 n=] 


m+p mp 
证 必要 性 由 | 7z| 二 > 1z.1 知 显然 . 
充分 性 ” 设 {x,} 是 基本 列 , 由 $2 例 2 只 要 证 {z,} 存 在 一 串 收敛 子 
列 . 
事实 上 ,对 YkE N, 取 s 一 六 ;因为 {zj) 是 基本 列 ,所 以 了 N,, 使 得 


Vamm 之 Ne 有 |z 一 zz 一 二 ,于 是 a4; 当 nw 这 m4 和 Ni 时 ,使 得 
1 
|z, 2 | < DA 
取 二 zx (4 二 1,2,…) 改写 
k 
二 纹 证 DS ya Yi)， 
t= 
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因为 
ly 一族 < 刀 去， 


由 条 件 假设 ,> Cy 一 3) 收敛, 即 {y)} 收 敛 , 也 就 是 {zuj 收 伍 , 亦 即 
(zu) 存 在 一 串 收敛 子 列 ， 

例 7 在 形 中 ,对 Vz=(Cyz)E 了 ,定义 范 数 |zl=max(Clzi |， 
|z;|) ,并 设 zo 二 (0,1) ,el 二 (1,0). 求 a€ 疏 ,使 之 适合 


| z。 一 CE1 | min | z。 Mei| ? 
eR 
并 问 这 样 的 a 是 否 唯 一 ? 请 对 结果 作出 几何 解释 . 
解 zu 一 aell=|( 一 za,1)| 三 max(lal,1》 
-| 区 | S15 
rl 要 


min |zo 一 aeil 一 1, 最 佳 逼 近 元 (aei) os: 不 唯一 (图 1. 7)， ( 民 , 上 .| ) 非 
aER! 


严格 凸 , 如 图 1.7 所 示 , 图 中 的 正方 形 围 线 是 ( 取 ,| 的 单位 球面 , 当 

x,y 位 于 正方 形 围 线 的 任 一 边 上 时 ,显然 有 

辫 守 和 
2 

所 到 


lzl = lyl = =1, 


例 8 设 .2 是 线性 赋 范 空间 , 函数 9: 名 一 民 称 为 凸 的 , 如 果 
不 等 式 
Ar 十 (一 人)y) 委 Ma9CZz) 十 (1 一 492Cy) 
(VEE 0 A LY 
成 立 .求证 凸 函 数 的 局 部 极 小 值 必然 是 全 空间 最 小 值 . 
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证 用 反 证 法 . 设 Xo 是 局 部 极 小 点 , 由 
J x EU (zo) ,使 得 (zi) 之 PCzo). 
如 果 zx;€. 久 ,使 得 g(xs) 二 pzo) ,那么 
p(T1)Z Apz0) + (1 一 4)PCZz) 
pzo) 十 (1 一 AM)PCzo) = PCZo). 
这 与 wpCzi) 羡 PCzo) 产 生 了 矛盾. 故 结论 得 证 . 
例 9 设 (2,|. 几 是 一 线性 赋 范 空间 ,M 是 多 的 有 限 维 子 空间 ， 
El19E2， ”En 是 M 的 一 组 基 . 给 定 sgE2r ,引进 函数 F: 天 一 有: ,规定 
Fo) = Fecoesc0 = | Boe — gl. 
k=1 
(1) 求证 下 是 一 个 是 函数 ; 
def ~ 
C2) 若 F(c) 的 最 小 值 点 是 C 一 (ciycay °° co 一 一 > ceet 给 出 区 
k=1 
在 M 中 的 最 佳 通 近 元 . 
证 (1) 根据 凸 函数 的 定义 ,考虑 
Fwuc+d DO Dra ea 一 +Ga 一 2 
k=1 


= | Dee 一 8 十 G 一 2 人 Pde =a| 


< Sam = |t = Pee 一 <| 
k=1 = 
= A A = VP 
(2) 对 YZzEM 一 一 对 应 有 ECG 一 (6iy6zy ;C6,) EK ,使 2 
R= 


Iz—gl=minlz—gl|l= -~-min FC)= F(). 
EE (cjrc2rr sc) EK” 

例 10 设 久 是 B' 空 间 , 久 ,是 避 的 线性 子 空间 ,假定 3c€E 

(0,1) ,使 得 
二 ly 一 z 科 cy (vy €2). 

求证 : .2Tv 在 .2 中 稠密 . 

证 考虑 VyE2， 
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ly =1 
所 9 人 二 inf ly— zl<elyl=——c, cE (0,1), 
RS 党 


名 CH 


pF) = inf ly—zl < iof ym My 
ZE 0 ZE230 
用 反 证 法 . 若 有 2 宇 .27 ,由 Riesz ee Vs>>0,3jyE.2o, 使 得 外 = 
1 ,并 且 py 2 
2 


例 11 设 C。 表 示 以 0 为 极限 的 数列 全 体 ,并 在 C, 中 赋 以 范 数 
lzl=sup | 和 |(Vz 一 (6 全 DECD. 又 设 


def A 
. 2 


入 > 


M 


Ee (6 E Co 


(1) 求证 : M 是 Cu 的 闭 线性 子 空间 ; 
(2 设 zo 二 (2,0,…,0,…), 求 证 : ipt | zz 一 2 一 15 但 是 VyEAM， 
lz 圭 引 之 1 
证 Ql 设 z” 0 EM X= (后 6 
和 ) ,由 | 


zx" > zlim sup|é" —&|=0 
#1 


Ve> 08ymld —6| < (n > N). 
3 
1 会 党 


中 
0 


二 


人 .和 说 
(2) 设 Xo=(2,0,° ,0,°), YmE N, 


def 
zm |1 i 


pM 1,0,0," | EM, 


ee 
2 a 二 oz < 
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VyEM, 要 证 lz 一 省 >1. 用 反 证 法 . 
设 了 y= CE aa ,&，,…) EM, 使 得 上 zo 一 yl 二 1, 则 


wy 2 一 各， 二 | 全 一 8 7， 
| je We 交 3 
一 一 一 
人 
又 由 
EE 忆 | 所 | 注 ! RE 
1 和 | 过 1 二 2) 一 之 / 3 < 2 须 守 六 关节 
又 由 M 的 定义 ， 
Se a 
人 el 和 学 a 


这 与 2 一 和 过 1 矛盾 .所 以 VyE Mzo 一 yl 这 1. 两边 取 下 确 界 ,得 到 
2CzoyM) 之 1， 
pros MS 1 
p(wod M2 .21 
注 1 对 人 | 所)} 亿 因为 | 名 | 一 0, 所 以 当 & 上 足够 大 时 ,| 所 | 去 1. 
注 2 本 题 提 供 一 个 例子 说 明 : 对 于 无 穷 维 闭 线性 子 空间 M 来 
说 ,给 定 其 外 一 点 xo, 未 必 能 在 其 上 找到 一 点 y 适合 xo 一 y= 
plzo，M). 换 句 话说 ,给 定 M 外 一 点 zo, 未 必 能 在 M 上 找到 最 佳 通 近 
元 


| 一 “eco 一 


例 12 设 2 是 8 空间 ,M 是 :2 的 有 限 维 真 子 空间 ,求证 : jy 
EE 多 ,yl=1, 使 得 |y 一 zxl 宇 1(VzEM). 


def ; 
证 Vy ER \M,d inf 1 一 zl 六 0, 由 此 得 Yn€ N,3jx,€ 


WM, 使 得 


4 之 ly 一 zl 之 十 十， 


lz < ly Om zl t+ lyol < lyl+a+t1, 
即 (x,} 有 界 . 又 M 是 有 穷 维 的 ,所 以 {zx,) 有 收敛 子 列 , 不 妨 就 是 整个 序 
列 . 设 xz, 一 XoEM,， 


da< ly — cl ly — zol = a, 
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_def yo 一 To ” 


3 ,; 则 | 上 y==1. 对 Yzx€EM， 
EM 
ly — zl= | 3 |= 了 | > 一 《2 十 dz)|> 吃 
二 VE 
例 13 (1) 定义 映射 p: 2 一 20[22m0 为 
Pz) = [zj], 


求证 : 是 线性 连续 映射 ; 

(2) VLzxjE 久 /名 ,求证 : 3zE2 ,使 得 wz) 王 [z], 并 且 |zl 过 
2 |[zjll; 

(3) 设 .2 是 Banach 空间 ,求证 .2T]2A 也 是 Banach 空间 . 

证 (1) 已 知 g(z)==[zj: 多 一 /Ro, 因 为 

lgcz) = 【zl = nf, lzll < llzll, 

所 以 pg 连续 . 

(2) YLzxjE% /多 ,Lzxj 关 [0], 因为 :in lzll = 1[zJjl, 根 据 定义 ， 
下 确 界 是 最 大 下 界 , 所 以 2 [zj 二 0 非 下 界 . 于 是 存在 > E [z], 使 
gCz) = [zj], 且 lzll < 2 [zl. 

(3) 只 要 证 明 有 /2 中 的 基本 列 都 是 收敛 列 . 事实 上 , 设 {[z,]) 


是 有 /2 的 基本 列 ， 不 妨 设 > Ne | gi [zl 收敛. 由 (2)， 


S| YE ES Ca :0 |y,ll 2 | 可 3 Lal: 
补充 [zxoj 二 [0j, 并 根据 例 6， 


> Il 收 化 一 > y 收敛， 


令 z= 之 yy , 则 有 zE 2, 并且 
双流 | lim[z,] 
| | 
PCZ) 一 Dd = 2 [| 
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从 此 U 形 等 式 串 的 两 端 即 知 {[z,j]} 是 收敛 列 ,并 且 
lim[z,] = [zj]. 

例 14 设 久 =C[L0,1], 多 =={fE%|f(0) 一 0), 求 证 : 22 
与 KK 等 距 同 构 . 

证 ” 先 看 一 个 特殊 情况 ,如 果 区 = 了 ,27=C[0,1], 那 么 有 一 
{fE% 1f(0)==0} 就 是 过 原点 (0,0) 的 区 间 [0,1] 上 的 全 体 连 续 曲 线 . 
多 = 二 CL0,1] 可 以 看 成 

CL0,1] = UX, Bf EIfO0) = 中 
yER! 
换 句 话说 ,对 VyE 民 ,X, 便 是 过 点 (0,y) 的 [0,1] 上 的 全 体 连续 曲线 . 
再 换 句 话说 ,X, 可 以 看 成 2。 将 出 发 点 从 (0,0) 平 移 到 (0,y) 产 生 的 . 
进一步 ,用 抽象 的 语言 说 ,就 是 每 个 X, 元 素 对 应 着 .271.200 的 元 素 ， 
现在 ,对 VY[ 门 E2r/2roVyEL 门 , 设 fo 二 f(0)EK. 引进 映射 
7T: 2%/2%,—> K, TEf/]= /f.. 
下 证 T 了 是 .名 /多 ,一 区 的 同 构 映 射 , 即 
IT[LfJ| = 4CAIl. 
事实 上 ,一 方面 ,注意 到 f(x) 圭 f。E[ 四 , 便 有 
l= inf | 刘 , 所 中 hs 
fE[ 有 ] 
另 一 方面 ,对 Ve>0, 了 广 E[L 门 ,使 得 
1A + e> 1 = maxlfi(W | 1A0| = 1hl. 
再 让 e->0, 即 得 
ICA lS [Fl 
综合 以 上 两 个 方面 得 证 上 [j= |fo1,; 即 IT 及 | = |fol. 
例 15 设 C- 表 示 只 有 有 限 项 不 为 零 的 数列 全 体 ;C。 表示 以 0 为 
极限 的 数列 全 体 ,并 在 C。 中 赋 以 范 数 
lzl=suplz,|， zz 一 (ziy2zowwynag ) EOo. 
又 设 集 合 4CC- ,4 中 每 个 数列 的 各 项 总 和 为 零 . 求证 : 4 在 Co 中 笛 
密 . 
证 设 z=(zi,z2,… ,Xr，"…*)E0O6, 则 对 Ye 二 0,3JmE€ NN, 使 得 
lw /2 , YN RE. (1) 
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def 
仿 zi ,Tm0，0,…), 则 zo0cECu ,并 由 (17 式 有 
Iz 一 z= sup |z, | 二 /25 (C22 


令 1 二 十 zz 十 … 十 Zz, 并 取 g€ N 足够 大 ,使 得 |t1/ge/2. 进一步 , 取 


二 |Z1y 2 My 》 apa sOa0s "a 


则 有 yE4, 并 且 
(3) 


联合 (2),(3) 式 我 们 有 
| 和 一 3 用 二 一 下 全 一 ce/2 二 /2 8: 
由 此 可 见 ,4 在 C。 中 稠密 . 
例 16 设 集合 
4={(zEcollzl 和 1,z 的 每 一 个 坐标 都 是 非 负 的 }， 
其 中 Ce 的 定义 见 例 15. 又 设 4(4)= sup, zx 一 训 , 即 ac4) 表 示 和 集合 4 
的 直径 . 求证 : 
GA DE 
(2) 对 任意 固定 的 z€ 4, 有 
sup lz 一 ll dA): 
证 (1) 一 方面 ,对 Yzx= (zy zor yz ) EA, 一 (2 
DJE4, 因 为 |zl 和 1,z, 关 0, 所 以 
0<z RY a 2 yy. 
同 理 0 过 y 过 1(x==1,2,…). 故 有 
[zi | 寺 1d(C4) 过 玉 
另 一 方面 , 取 
r= 00D 00%:), 
则 有 xz,y€E4, 并 且 |z 一 y==1. 由 此 可 见 ， 
atAy 1 
联合 以 上 两 个 方面 ,得 到 4(A4)=1. 
(2) 对 任意 固定 的 z= (ziywz,… ,zn，,…)E€4, 一 方面 ,因为 
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sup|z—al< sup lz ~all= a4)=1, 
a€Ed Xa€EA 
所 以 sup |z 一 zl| 委 1. 


另 一 方面 ,对 任意 给 定 的 zE N,3%k,, 使 得 
1 


[ze | < ,ni 
则 有 
Th 一 1| 宇 1 = | 宇 a N= 
n 
令 
个 
一 一 全 一 ~ 
Bh dE (0,** Ohl € A, 
则 有 
Rr ee GO) E (ZX1 9 人 2 ”9 二 1 ,Th Ze ATI， ， 
| 本 a 5% 二 sup {Xi XT2", [zi 一 1 | 5 Th 1 } 
Se 有 二 12 
故 有 
sup |z 一 种 之 lz 一 8% 之 1 一 二 
aE4 72 


两 边 令 n 一 oo, 即 得 sup lz—all 三 1. 
联合 以 上 两 个 方面 ,得 到 sup |z—all=1=a(A). 


$5 凸 集 与 不 动 点 


基本 内 容 


定义 与 基本 性 质 
一 般 线性 空间 中 的 凸 集 概念 是 从 平面 凸 集 的 特征 性 质 中 抽象 出 来 
的 . 这 性 质 是 : 若 五 是 一 个 平面 凸 集 , 则 对 于 五 中 任意 两 点 zx,y, 连 接 
这 两 点 的 线段 也 在 五 内 , 即 
Mr 十 (1 一 My GE 五 (Vr,yE EVOZASL). 
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这 个 性 质 并 不 要 求 空 间 具 有 拓扑 结构 ,所 以 这 个 概念 可 以 扩充 到 一 般 
的 线性 空间 . 
定义 1 设 .2 是 线性 空间 ,EC.2, 称 匹 为 一 凸 集 , 如 果 
外 人 0 二 : 


下 面 命题 可 从 定义 直接 推出 . 
命题 2 若 {Ei|XE A} 是 线性 空间 久 中 的 一 族 凸 集 , 则 门 E; 也 是 
ME4 
凸 集 . 


定义 3 设 .2 是 线性 空间 ,4C.27, 若 { 玉 |AEA4} 为 .2 中 的 包含 
4 的 一 切 凸 集 ,那么 称 站 | EE; 为 4 的 凸 包 ,并 记 做 co(4). 
A€EA 
换 句 话说 ,4 的 凸 包 是 包含 4 的 最 小 凸 集 . 又 对 Yn€ N, zi,zs， 


,TiE4, 称 之 hz 为 1929 "°° 9 Tn 的 凸 组 合 ,是 指 其 中 系数 满足 A 


vs Dh=4: 图 1.8 给 出 的 是 * 王 3 时 ,coCziyzzyzs) 的 图 形 . 
i=1 


Xl 


YM 


入 
鸡 3 


图 -8 


命题 4 设 .2 是 线性 空间 ,4C.27 ,那么 4 的 凸 包 是 4 中 元 素 任 
意 凸 组 合 的 全 体 , 即 


co(4) -人 | 
i=1 EAT= 1 NY nEN 


定义 5 设 2 是 线性 空间 ,C 是 .2r 上 含有 98 的 凸 子 集 ,在 名 上 
规定 一 个 取 值 于 [0,co] 的 函数 


P(r)=inf (2>0|3ec) (Vz€E A) 


与 C 对 应 , 称 函 数 P(z) 为 C 的 Minkowski 泛 函 . 
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命题 6 设 . 有 -是 线性 空间 ,C 是 上 含有 0 的 凸 子 集 . 阁 P 为 C 
的 Minkowski 泛 函 , 则 已 具有 下 列 性 质 : 

(1) PCz)ELo,co] 

(2) POz) 王 MPCz)CVzE2r,VA>0)( 正 齐 次 性 ); 

(3) PCz 十 y) 受 PCz) 十 PCy)(CVzyE.2)( 次 可 加 性 ). 

定义 7 线性 空间 .2 中 ,含有 0 的 凸 集 C 称 为 是 吸收 的 ,是 指 
VxE ,34>0, 使 得 夺 EC; 称 C 是 对 称 的 ,是 指 zEC- 一 一 zEC. 

平面 上 吸收 凸 集 和 对 称 西 集 的 图 形 如 图 1. 9 所 示 . 


“Ee 


吸收 凸 集 非 吸收 凸 集 
对 称 凸 集 非 对 称 凸 集 
图 1.9 


命题 8 为 了 C 是 吸收 凸 集 ,必须 且 仅 须 其 Minkowski 泛 函 PCz) 
是 实 值 函数 ;为 了 C 是 对 称 凸 集 , 必 须 且 仅 须 PCz) 是 实 齐 次 的 , 即 
PCaz) = |alP(z) (Va €ER). 
对 于 复数 域 线 性 空间 上 的 凸 集 ,代替 对 称 性 我 们 引进 均衡 性 的 概 
定义 9 复线 性 空间 .2 上 的 一 个 子 集 C 称 为 是 均衡 的 ,是 指 
XEC>ar EC (WeEiIC ax 二 1) 
定义 10( 半 模 ) 设 P: 名 一 民 是 线性 空间 2 上 的 一 个 函数 ， 
P(z) 是 一 个 半 模 是 指 : 
(I) Pl)SEQO (VIE 
(2) PCz 二 y) 和 PCz) 十 PCy) (VrsyE 2 ); 
(3) Plaz)= |alP(zx) (VaE K,Y XE 2 ). 
命题 11 复线 性 空间 .名 上 的 任 一 个 均衡 吸收 凸 集 C ,决定 了 这 
空间 上 的 一 个 半 模 . 
命题 12 设 .2 是 一 个 吾 " 空 间 ,C 是 含有 2 点 的 凸 集 . 如果 PCz) 
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是 C 的 Minkowski 泛 函 ;， 那 么 

(1) 如 果 C 是 有 界 的 , 则 了 cj 六 0, 使 得 P(z) 志 cu lzlvzE2r)， 
从 而 PCz) 王 0< 一 7 一 0. 

(2) 如 果 C 是 闭 的 , 则 P(x) 下 半 连 续 , 且 有 

C= {rE€E R21P(r) SL1). 

(3) 车 C 以 2 为 一 内 点 ,那么 C 是 吸收 的 ,3cs 这 0, 使 得 P(x) 达 
cz jzlKVzeE2r) ,并 且 P(z) 是 一 臻 连续 的 . 

推论 13 若 C 是 到 中 的 一 个 紧 凸 子 集 , 则 必 jm&€ N,m<n, 使 
得 C 同 胚 于 RR” 中 的 单位 球 , 即 39: B" (0,1) 一 C ,使 得 

(1) 9 是 单 射 、 满 射 ; (2) ,9 连续 . 

Brower 与 Schauder 不 动 点 定理 

定理 14(Brower 不 动 点 定理 ) 设 B 是 恨 中 的 闭 单位 球 ,又 设 TT: 
BB 是 一 个 连续 映射 ,那么 了 必 有 一 个 不 动 点 XEB. 

联合 推论 13 与 Brower 不 动 点 定理 ,有 

推论 15 设 C 是 中 的 一 个 紧 凸 子 集 ,T: CC 是 连续 的 , 则 了 
必 有 一 个 在 C 上 的 不 动 点 . 

定理 16(Schauder 不 动 点 定理 ) 设 C 是 B* 空 间 中 的 一 个 闭 凸 子 
集 , 了 : C>C 连续 , 且 了 (C) 列 紧 , 则 全 在 C 上 至 少 有 一 个 不 动 点 . 

定义 17 设 有 是 下" 空间 ,五 是 2 的 一 个 子 集 , 映 射 了 : EF 一 
2 , 称 它 是 紧 的 ,是 指 它 是 连续 的 并 且 映 E 中 的 任意 有 界 集 为 X 中 的 
列 紧 集 . 

推论 18 设 C 是 B" 空 间 中 的 一 个 闭 凸 子 集 ,T;C>C 是 紧 的 , 则 
区 在 C 上 至 少 有 一 个 不 动 点 . 


典型 例题 精 解 


例 1 设 .27 是 一 个 好 空间 ,C 是 以 0 为 内 点 的 真 凸 子 集 ,P(Cz) 
是 由 C 产生 的 Minkowski 泛 函 , 那 么 
ey ea 
(2 C= 
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证 (1) zEC 一 了 3e>0, 使 得 Ch 

一 二 ec 一 PCD<jiHe< 1: 
le 
反之 ;市 人 


ey 二 
Be re 
另 一 方面 ,由 P(x) 连 续 性 ,36 二 0, 使 得 


P(r)=1 (Vx EB(z,0))—zx EC, 


三 


故 有 zxEC. 
(2) 一 方面 , CC 一 CCO; 另 一 方面 ,由 
C= (zlPC) <1) 
Se (ze[P() I} = {IP E11}IC. 
例 2 4) 洛 是 有 限 集 ,求证 coCF) 是 列 紧 集 ; 


(2) 若 集合 4 是 列 紧 集 ,求证 : co(4) 是 列 紧 集 . 
证 (C1) 设 下 = {z1,z2，… ,zm) ,考虑 


Gor = {Sa |e S10 
对 Ve 之 0, 将 区 间 [0,1] 作 足够 多 等 分 ,使 得 分 点 间 的 间距 小 于 
, 若 由 这 些 分 点 组 成 的 集合 记 做 ,那么 瑟 便 是 区 间 [0,1j] 的 


5) llzl 
E31 
有 穷 志 一 一 网 . 

pe 

事实 上 ,VY yEco(F) ,IJzEF,NEL0,1], > 一 1, 使 得 

i=1 
a DNzi, 
1 一 1 

于 是 


3 EE NE 人 | 之 


m 


Ss el 


i=1 
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m 


今 yy ea Dd , 则 有 
1 一 1 
el e 


| V 


[2 — Daml< Dll le 
从 此 TU 形 等 式 -不 等 式 串 的 两 端 即 知 
有 和 去 唱和 es 
由 此 可 见 ,co(F) 是 列 紧 集 . 
(2) 因为 Ve 二 0,3 4 的 有 穷 s 网 N.,N。 是 有限 集 , 根 据 第 一 小 题 ， 
co(N.) 是 列 紧 的 . 下 证 coCM.) 是 co(4) 的 列 紧 e 网 , 即 要 证 
co(4) © () BOy,e). 


yEcoCVe) 


ly 


事实 上 ,对 YzEco(4),3 zi€E4; 宇 0; > ==1, 使 得 
1 


一 > 
现在 ,对 每 个 2 因为 coCNV.) 是 co(C4) 的 € 网 ,所 以 了 y; EN, 使 得 
zi— yill =e (Ds 32 
进一步 “移花接木 ,将 z 的 配置 在 {zx;} 上 的 凸 组 合 系数 {%} 配 置 
在 {y;)} 上 ,构造 一 个 新 元 素 : 


S def Sn 
1 


则 有 yEcoCVe) ,并 有 
lz 一 2 E 
| V 


| Si 全 i Es 肥大 lz; 一 | 
从 此 U 形 等 式 -不 等 式 串 的 两 端 即 知 |z 一 yl 过 e. 于 是 
CoC ANE; LE Blyss). 


2EcoCVe) 


例 3 设 C 是 中 空间 2 中 的 一 个 紧 凸 集 , 映 射 
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Te C= 

连续 .求证 工 在 C 上 有 一 个 不 动 点 ， 

分 析 ”对照 定理 16(Schauder 不 动 点 定理 ) 的 条 件 和 结论 ,本 题 只 
要 证 T(C) 列 紧 . 

证 第 一 步 从 已 知 T:; CC 连续,C 是 紧 集 ,推出 了 一 致 连续 ， 
即 对 Ve>0, 导 0>0, 使 得 

ITz—Tz|<e, Vz,zx' EC, lz 一 zl 天. 

用 反 证 法 . 如 果 不 然 , 习 eo>>0,VzE N,3 x,,z,EC, 使 得 


jz, 一式 过 本， 但 是 Tx, 一 Tz 省 泡 & 
因为 C 是 紧 集 ,所 以 存在 (nn) ,使 得 一 zo€C. 因为 zw 一 zi 之 元 碾 
二 一 0, 故 有 zxo. 又 人 了 连续 ,从 而 


Ta To TEe TYy (> eo). 


于 是 1Tzx, 一 Tz 一 0 一 co). 这 与 ITzw 一 Tx,l 之 6 矛盾 . 

第 二 步 ” 为 了 证 T(C) 列 紧 , 只 要 证 对 Ve>0,T(C) 存 在 有 限 :e 
网 . 

首先 ,根据 第 一 步 的 证 明 , 对 Ye 二 0,3 6 二 0, 使 得 

ITz 一 Tz <e, (Vryr EC,lzr mz < 6: 
其 次 ,因为 C 是 紧 集 ,对 此 6 二 0 存在 有 限 9 网 : 
人 

最 后 ,证 {Tzi,…,Tza) 为 T(C) 的 有 限 。 网 .事实 上 ,Vy€ET(C)， 
jx€EC, 使 得 y==Tx. 设 |z; 一 z+| 过 5Q<i<n), 则 有 17Tz; 一 Tzl<e. 证 
些 ， 

例 4 设 C 是 已 空间 .2 中 的 一 个 有 界 闭 凸 集 ,映射 Ti;: C 一 2 dz 
= 一 工 ,2 适合 

(1) YzyyEC= 一 Tiz 二 To2yEC; 

(2) T, 是 一 个 压缩 映射 ,T; 是 一 个 紧 映 射 . 
求证 ， ee 在 G 上 至 少 有 一 个 不 动 点 . 

分 析 为 了 xz; 使 z= (Ti 十 T;)z， 


5 于 


只 要 3z, 使 (1 一 T1)z=T2x， 
只 要 了 xz, 使 zx 一 GD) “Ta%， 
要 7 三 CDT2iC 一 CO 是 紧 脆 射 : 
证 设 
TyC%s = 30 ly = yl 0a 1). 
第 一 步 ”对 VzET。s(C), 由 条 件 (1), 有 Tiy 十 z: CC. 
因为 Ti 是 一 个 压缩 映射 ,所 以 存在 唯一 不 动 点 yEC ,使 得 
Ty 
第 二 步 ”再 对 
V zo E TC), Fz ETAC), zs>zo (n> oo%). 
应 用 第 一 步 的 结果 ,Yn€ N,3 y,EC, 使 得 
Ta 十 -Zn 二 Yn 
下 面 证 明 {y,} 是 基本 列 . 事实 上 ， 
| — ss Ta —"T iy + ls zl 
所 di 和 芋 十 Dj: 
由 此 推出 


1 
ly —.l se 和 | = ls 


(WD 


从 而 {y,} 是 基本 列 . 又 C 是 闭 集 , 所 以 习 yoEC, 使 得 y, 一 yo. 于 是 由 工 


的 连续 性 ,对 (1) 式 两 边 令 n->oo0, 取 极限 , 即 知 了 iyo 十 zo 二 yo. 


综合 第 一 .第 二 两 步 结 果 , 对 .VzET,(C), 了 yEC, 使 得 Tiy 十 z= 


yy 即 z 二 (1 一 TDy 或 y=(1 一 Ti) -zw 在 TilC) 上 有 定义 . 
第 三 步 
zs 一 zl (1 —o) ly 一 sa 
| 八 


| >。 一 ya 之 >， 2 yi er | TCy; 二 这 2 
从 此 U 形 等 式 -不 等 式 串 的 两 端 即 知 
ly 一 划 | 入 lss — zll, 


故 有 
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1 


1 一 :入 


||z2 zil 9 


Id oT) lz — (I—T) zl 


即 (1 一 7T1) 连续. 令 
人 


则 T; C->C 紧 , 又 C 是 有 界 闭 集 . 由 推论 1 在 C 上 必 有 不 动 点 xX€ 
C, 则 有 z=Tzx; 即 Tiz 十 Tz 二 zx. 也 就 是 Ti 十 Ts 在 C 上 必 有 不 动 点 . 
例 5 设 A 是 nxXn 算 阵 , 其 元 素 ai>>0(Q<i,j<n). 求 证 : 存在 4 
0 及 各 分 量 非 负 但 不 全 为 零 的 向 量 zE 妇 ,使 得 Azx=4x. 
证 在 丈 ' 上 考查 子 集 


def 


CG 


D1 ,x00<i<n)), 


{C(x1,°% 7) TE R” 

并 作 映 射 Bz 一 4 一, 其 中 CAx); 表示 列 向 量 Az 的 第 j 个 分 
2 tA) 

量 . 显然 C 是 紧 凸 集 , 且 B,: C->C, 从 而 3zEC, 使 得 Bz 二 zx, 即 47z 一 


Xz, 其 中 4 了 C4z);. 显然 ;之 0. 但 是 


jd 


A= 0=>(Az);= 00 = L122" ,Nn) 
一 志 0= 字 w= 二 BZ, 手 i0， 
这 与 TE€C 了 矛盾 , 故 40. 
例 6 设 &ACz,y) 是 [0,1]X[o,1] 上 的 正 值 连续 函数 ， 


1 
(Td CY SS | ktsymut dy (Vu Ee CC,1)). 


求证 : 存在 人 >0 及 非 负 但 不 恒 为 零 的 连续 函数 ,满足 Tu 二 =u. 
证 设 0 二 m 志 x(zx,y) 志 MM. 在 CL0,1]J 上 考查 子 集 


def 1 
C 一 一 | € cr[o|| utr)dee Lt) 220 
0 
及 映射 5: 
1 
ot | kzs uCy)dy 


(CO) CL » WWEC, 


| a] kucydy 
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显然 C 是 闭 凸 集 , 且 S: C->C 连续 . 
进一步 ,为 了 证 明 SCC) 列 紧 , 需 要 证 明 : 
(1) SCC) 一 致 有 界 .事实 上 ， 


1 
d 
M| udy 


1SCw) (LY) | 
m| u(y)dy 
0 


(2) S(C) 等 度 连续 . 事实 上 ， 
1 1 1 1 
| dz| k(X,y)ul(y)dy 之 | dz| m*ul(y)dy=m> 0. 
0 0 0 0 


又 因为 k(x,y) 是 L0,1]XL0,1] 上 的 连续 函数 ,所 以 在 [0,1]x[L0,1] 上 
一 致 连续 , 故 对 Vs>0, 了 9 二 0, 使 得 
|&Czyy) — kr,y)| 二 me， 当 |zx 一 x | 三 6 时 . 
因此 ,对 Ye 二 0,3 6 这 0, 使 得 Vx,zx'E[L0,1], 只 要 |zx 一 zx' | 过 6, 便 有 
[CS (2) — CSud) Cx)| 


让 1 
| ks)dy ' Va yy 
0 


| af ksuc)dy [af ks yydy 


和 1 
过 | [aC2y) — WE dy Ze. 
0 


联合 (1),(2) ,根据 本 章 8$ 3 定理 13(Arzela-Ascoli 定理 ) 即 知 SCC) 列 
紧 , 从 而 由 本 节 推 论 18,3jxzeEcC ,使 得 Sx 一 wx, 即 


1 1 
ee A | dz| pe 
0 0 


例 7 设 C 是 Banach 空间 有 中 的 一 个 有 界 闭 凸 集 ,T: CC 是 

非 膨胀 映射 , 即 
rz = Tyl<l yh,! VEC 天 3 

求证 : if lz 一 Tzl=0， 

证 ”任意 取 定 z€EC, 对 Ye€E (0,1), 今 

Tr'= ez (1— Tr, VeETC, 
则 因为 C 是 凸 集 ,所 以 T.: CC. 
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进一步 ,对 Vx,yEC, 由 了 的 非 膨 胀 性 ,有 
ITez — Tyl = 4 — © I7Tz ~— Tyl, 
于 是 T. 是 压缩 映射 ,又 C 是 Banach 空间 .2% 的 闭 子 集 , 因 此 C 本 身 是 
完备 的 度量 空间 . 根据 本 章 § 1 定理 8(Banach 不 动 点 定理 ) ,存在 唯一 
的 z:eEC ,使 得 


t= Tia 
再 因为 C 有 界 , 所 以 3 M0, 使 得 上 zl 二 MC(YxEC), 即 知 
| >z。 a Tzdl 2Me 


| V 
ez + (1 — eTxr — Trl = ellz — Tzll 
从 此 TU 形 等 式 -不 等 式 串 的 两 端 即 知 
inf lz — Tzl < lz — Tzll < 2Me， 
令 e>0, 即 得 if zx—Tz||=0. 
例 8 设 C 是 Banach 空间 有 中 的 一 个 紧 凸 集 ,T: C 一 C 是 非 膨 
胀 映射 . 求证: TT 在 C 中 存在 唯一 不 动 点 . 
证 因为 条 件 C 紧 列 含 C 有 界 . 闭 ,所 以 根据 上 例 , 即 知 
inf bz — Tzxll = 0. 
由 此 ,对 VnE€E N, x,EC, 使 得 : 
lz 一 zl 二 去. (1) 
因为 C 是 紧 集 ,所 以 {x,} 存 在 收敛 子 列 {x,), 设 
Xi, > To. 
因为 C 闭 , 所 以 Es 
进一步 ,由 了 的 非 膨 胀 性 , 易 知 了 连续 , 故 有 
Ts To. 
又 由 (1) 式 ,有 
ee Tl < 
上 式 两 边 令 k 一 co, 即 得 1zo 一 六 zol 二 0, 即 Zzo 二 Tzxo, 换 句 话 说 »To 是 了 
在 C 中 的 一 个 不 动 点 . 
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最 后 ,证 了 在 C 中 的 不 动 点 是 唯一 的 . 事实 上 ,如 果 存 在 ziyz:，, 并 


Ti 一 za， 
且 zi 天 zz 使 得 更 那么 ,一 方面 
2 
Tz 证 Tzsll 村 Dz 于 zall; 


另 一 方面 ,由 了 的 非 膨 胀 性 ,有 
|T'z — Tat < lh — zoll. 
这 样 便 导 出 
gr = le zi xo, 


产生 了 矛盾. 
36 内 积 空 间 


基本 内 容 


至" 空间 上 虽然 有 了 范 数 ,可 以 定义 收敛 ,但 是 缺少 一 个 重要 概念 
一 一 角度 ,所 以 还 不 能 说 到 两 个 向 量 相互 牌 直 . 欧 氏 空间 严 ' 上 两 个 向 
量 的 夹 角 是 通过 内 积 来 定义 的 ,在 无 穷 维 空 间 上 也 可 引入 类 似 的 概念 . 

定义 1 线性 空间 有 上 的 一 个 二 元 函数 ac(，，，): 人 2 X22-> 区 
称 为 共 斩 双 线 性 函数 ,是 指 

(1) aCzyay 十 Bz) 一 aa(Czyy)-H Ba(r,z); 

(2) aoz 十 By,s) 一 aaCziz) 二 Bay)， 
其 中 Yzx,y,zE€ 久 ,Ya;BE 区 .我 们 还 称 由 


gr) a lss) A(V LER) 

定义 的 函数 为 2% 上 由 a 诱导 的 二 次 型 . 

命题 2 设 a 是 久 上 的 其 示 双 线性 函数 ,g 是 由 a 诱导 的 二 次 
型 ,那么 

q(T IE RYE HR) Far y=ay TV ry EC RH). 

定义 3 线性 空间 2 的 个 共 思 e 双 线性 函数 

(sy XHR= kK 

称 为 是 一 个 内 积 ; 是 指 它 满足 : 

(1) (zyy) 一 Cy,X) (VriyE.2r)( 共 斩 对 称 性 ); 
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(2) (xt,7X)E0(VXER), (rr)=07r=0. 

具有 内 积 的 线性 空间 称 为 内 积 空间 , 记 做 (2 ,(*,*)). 

注 ”车 在 (2) 中 仅 保存 非 负 定 条 件 ; 即 (zx,x) 宇 0, 则 称 (。,… ) 为 
-个 半 内 积 , 对 应 的 空间 称 为 半 内 积 空间 . 

显然 ,这 个 内 积 概念 是 有 穷 维 欧 氏 空间 上 相应 概念 的 推广 . 

命题 4(Cauchy Schwartz 不 等 式 ) ”在 内 积 空间 (多 ,(。,，。*)) 
上 , 令 

lzl=(z,z)? (Vze 3)， 
称 为 xz 的 范 数 , 则 有 
lICz,y)|<lzllyll (Yr,yE FR), 

而 且 其 中 等 号 当 且 仅 当 zz 与 y 线性 相关 时 成 立 . 

本 命题 更 一 般 的 情形 就 是 : 

命题 5 设 ,25 是 线性 空间 上 的 共 斩 双 线性 函数 是 由 a 诱导 的 二 
次 型 .车 g(2) 宇 0 (VXE RB), 且 g(x)==0s<x 二 0, 那 么 

latz sy I< (Yr,yE ZH), 

而 且 其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 z 与 y 线性 相关 . 

证 Yz,yE2r,VYaEC, 有 

0 和 妥 gz 一 ay) = gr) 一 a(Cyz)a 一 ay)a 十 |xl2a(Cy). 
设 aly,zx) 一 be”,b 宇 0, 特 别 取 a 二 e “4,4E€ 取 , 上 述 不 等 式 变 成 

0 g(r) — 264+ Ng(y). (C1) 
记 c= 二 q(x),4a=g(y),p (4) ce c 一 2 十 ah2, 则 p (和) 是 二 次 三 项 式 , 对 
所 有 4E€ 慌 ,由 (1) 式 ,有 pCW) 宇 0, 故 判别 式 46" 一 44ac 二 0, 即 
0 六 = Sar, yh gs)g9ty). 


由 此 得 
la(z,y) 发 [5 苞 下 区 勇 阳 (Vr;yE 5 ). 

命题 6 内 积 室 间 (22r,G。，，)) 按 zl 一 (zz)3CVzEiEr) 定 义 
范 数 ,是 一 个 B* 空间 . 

命题 7 ”在 内 积 空间 (2r,(。,。)) 中 ,内 积 (z,y) 是 .27X2 上 
关于 范 数 上 "的 连续 函数 . 

命题 8 ”内 积 空间 (.27,(C。，。)) 是 严格 凸 的 下 空间 . 
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我 们 还 要 间 : 什么 样 的 她 "空间 (2 ,1 用 可 以 引入 一 个 内 积 
,。) ,适合 (z,z)? 二 |z|(VEE 况 3 
命题 9 在 B" 空 间 ( 多 ,|*|) 中 ,为 了 在 上 可 引入 一 个 内 积 
,。) ,必须 且 仅 须 范 数 上 | 满足 如 下 平行 四 边 形 等 式 : 
Iz+ oy 二 + zo yl = 2dzl + lyl). 
定义 10 车 内 积 空间 (2r,(。,.。 )) 按 范 数 |zl=(z,z)z(VzeE 
多 ) 是 完备 空间 ,就 称 为 Hilbert a 
下 面 我 们 引入 在 偏 微 分 方程 边 值 问题 理论 中 特别 有 用 的 内 积 空 间 
5(Q) ,为 此 先 介绍 
引 理 11(Poincaré 不 等 式 )” 设 C%(0) 表 示 有 界 开 区 域 LCR 上 
一 切 m 次 连续 可 微 , 并 在 边界 30 的 某 邻 域内 为 0 的 函数 集合 
八 ( 考 也 7 醒 榴 江 动 二 友人 刘 关 天王 30 六 


其 中 30 表 示 90 的 某 邻 域 ,那么 YuEC”(0), 有 


| lau ldzr < C5 | oru Cx) |2dz, 
lalZm © [= 8 


其 中 C 是 仅 依 赖 于 区 域 2 及 m 的 常数 . 
命题 12 在 C7(0) 上 ， 


def 


lall;, 


| 之 javcn) az， 


lz Bo, laruCz) 15az| 

是 一 对 等 价 模 . 记 C7” (0Q) 按 |, 完备 化 后 的 空间 记 为 8*(0), 它 是 
H”(Q) 的 一 个 闭 子 空间 . 

在 内 积 空间 .27 中 ,可 以 引入 两 个 向 量 夹 角 的 概念 ,从 而 可 与 欧 氏 

空间 一 样 可 以 定义 什么 叫 正 交 或 垂直 . 对 于 zy EH0 一 


arccos | 表示 外 与 y 之 间 的 夹 角 . 


定义 13 内 积 空间 .2T 上 ,zx,y€F, 若 (zx,y) 一 0, 就 称 zx 与 y 正 
交 , 记 做 zy 又 设 帮 是 :2 的 非 空子 集 , 若 YyEM 均 有 zy; 则 称 
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ce 二 


def 


工 与 M 正 交 , 记 做 z | M. 此 外 集合 (rzE.2|z MA) 称 为 M 的 正 交 补 ， 
记 做 MM. 

由 定义 可 以 直接 推出 

命题 14 设 .2 是 内 积 空间 ,M 是 : 乳 - 的 非 空子 集 . 

(1) rly(i=1,2)=>z | My hy 

zx | M=~zx | spanM, 
其 中 spanM 表示 M 的 有 穷 线 性 组 合 组 成 的 集合 ,叫做 M 的 线性 包 . 

(2) z=y 十 z,yz 一 上 zx 上 P=]y 上 十 |z 上 ;车 z,xs,……,z, 是 及 中 
两 两 正 交 的 元 ; 则 

lz + zs 二 + 二 z= zi 二 中 zol 二 十 zs?. 

(3) xz yy y= 7 Ly. 

(4) M-" 是 多 的 一 个 闭 线性 子 空间 . 

定义 15 设 '$ 是 内 积 空间 .多 中 一 个 子 集 合 , 若 Ve,fES 且 e 关 
时 ,有 elf, 则 称 S 是 正 交 集 ; 若 还 有 对 每 个 eES ,llel==1, 则 称 S 为 
正 交 规范 集 ; 又 如 果 S+=={0) ,那么 称 $ 是 完备 的 . 

命题 16” 非 零 内 积 空间 2 中 必 存 在 完备 正 交集 . 

证 由 : 盈 是 非 零 的 内 积 空间 ,2 中 的 正 交 集 依 集 合 包含 关系 构 
成 偏 序 集 族 . 每 个 全 序 子 集 有 上 界 ,就 是 这 些 集 之 并 集 . 依 Zorn 引 理 ， 
这 个 偏 序 集 族 中 有 极 大 元 , 记 做 五 . 它 是 完备 的 正 交 集 , 因 若 不 然 , 则 必 
存在 X00,X0E Et, 令 五 1 一 {zo} De et 是 正安 案 ; 厂 和 振 五 ”二 E 的 极 
大 性 矛盾 . 

定义 17 内 积 空间 .多 7 中 的 正 交 规范 集 $= {eola€E A} 称 为 吻 的 
一 个 基 ( 或 封闭 的 ) ,如 果 对 VzE 2 ,有 

w= 1 Ere)e. 
其 中 {(z,es) 1a€E A}) 称 为 z 关于 基 S 的 Fourier 系数 . 

定理 18(Bessel 不 等 式 ) 令 S={e)ses 是 内 积 空 间 .% 中 的 一 个 

正 交 规范 集 , 则 VzE.2T, 有 
2 |(zs6) | < zll’, 
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而 且 
Sreer EH; 
a€EA 


[2 Bedel = al =, Zl Cz,e0l’. 
a€EA a€A 
定理 19 设 .2 是 Hilbert 空间 , 若 $={eslcE4)} 是 .2 的 一 个 标 
准 正 交 和 集 , 则 以 下 三 条 命题 等 价 : 
(1)S 是 避 的 一 个 基 ; 
(2) S 是 完备 的 ; 
(3) Parseval 等 式 成 立 , 即 
lal = Sy layed NEE, 
aE 人 


定义 20 设 (2m,(.。,.) (2 0。 站 是 两 个 内 积 空 间 ， 

如 果 存 在 名 -> 多, 的 一 个 线性 同 构 了 满足: 
A hi DR 

则 称 内 积 空间 .名 1 与 27, 是 同 构 的 . 

定理 21 为 了 Hilbert 空间 有 2- 是 可 分 的 ,必须 且 仅 须 它 有 至 多 可 
数 的 正 交 规范 集 S. 又 车 5S 的 元 素 个 数 No, 则 名 同 构 于 区 ;车 
N=co, 则 .2 同 构 于 己 . 

定理 22 设 C 是 Hilbert 空间 .25 的 闭 凸 子 集 , 那 么 在 C 上 存在 
唯一 的 zeoEC 取 到 最 小 模 . 

推论 23 若 C 是 Hilbert 空间 2 的 闭 止 子 集 , 那 么 对 VyE 27， 
3 唯一 的 roEC ,使 得 ly 一 zol 一 if lz 一 yl. 

定理 24 设 C 是 内 积 空间 .2 中 的 一 个 闭 巴 子 集 ,VyE 2322 为 了 
2 是 y 在 C 上 的 最 佳 逼 近 元 ,必须 上 且 仅 须 它 适合 

本 20 (VREC) 

推论 25 设 M 是 Hilbert 空间 上 的 一 个 闭 线性 子 流 形 ,为 了 y 是 

工 在 M 上 的 最 佳 芝 近 元 ,必须 且 仅 须 它 适合 
z— yl M— (y—— {w=#— yls EM. 

推论 26( 正 交 分 解 ) 设 M 是 Hilbert 空间 .2 的 一 个 闭 线性 子 空 
间 ,那么 VzE.2 ,存在 下 列 唯一 的 正 交 分 解 ( 见 图 1. 10) 
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z=y+z (rE M,zEM). 


x 了 一 光世 
M 
图 1.10 
典型 例题 精 解 
例 1( 极 化 恒等式 ) 设 4 是 复线 性 空间 2 上 的 共 轿 双 线 性 函数 ， 


g(x) 二 a(z,7x) 是 a 诱导 的 二 次 型 .求证 ; Yx,yE. 久 ,有 
dey) = gle 十 荔 一 Ur 一 入 十 讽 (2 二 19) 一 询 (2 一 i9) 亡 
证 根据 g(xz) 的 定义 ,有 

人 CE avyr) 十 人 (OF YI 


| | 


al(zt 二 yf 十 y) 一 alz + 7) alr Tt yy) 


q(x 一 y) 人 CC 


| | 


aU i 二 二 WE VR) WT yy 
将 以 上 两 个 U 形 等 式 的 两 端 相 减 , 即 知 
gry — gr WW = Ba(yr) 才 ar3y). 
gq(z 十 iy) a(z,x) — ialryy) ia(y,z) + aly,y) 


a(z 十 地 ,ZX 十 1y) 二 = (ZE) ty rly) 


(1) 


q(x — iy) ER 一 这 (5 元 0) 二) 十 区) 


8 (二 


CE (下 一 1 郊 ) Tar 一 -iy) 
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将 以 上 两 个 U 形 等 式 的 两 端 各 乘 以 i 后 相 减 , 即 知 
地 过 和 寺 1 一 1 到 (人 一切 ) = 一 260(y 327 十 200 yy)， (2) 
联合 (1), (2) 两 式 即 得 
q(t yy — az ylig(r in Cm ig(z Oo iy)= da(xsy). 
由 此 得 结论 . 
例 2 求证 : 在 CLa,5] 中 不 可 能 引进 一 种 内 积 (.,…), 使 其 满足 


Cf = max lf(z)| 《YE CLa,b]). (1) 


证 取 f(z)=1,g(z)=z<, 则 14fl1=lgl=1， 


a a 


a 
f(z) 十 SECz) =1+ pn sr) = 工人， 


lz) 二 gz) =2, lc) — g(r) =1, 
fCz) + go +t fr) — go) = 5, 
20fl + lel’) = 4. 
故 
zc) + go + f(z) — gr 20F + gel); 
即 平行 四 边 形 等 式 不 成 立 . 根据 本 节 命 题 9 知 在 C[a,6b] 中 不 可 能 引进 
一 种 内 积 (.,*) ,使 其 满足 (1) 式 . 
例 3 在 [0,7T] 中 定义 泛 函 
CF) [Ne ne Es deh 


证 明 f 在 ZL[0,T] 的 单位 球面 上 达到 最 大 值 ,并 求 出 此 最 大 值 和 达到 
最 大 值 的 元 素 ( 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 )， 


人 nm 
| 人 e zr(r)dr 
0 


T T [ 
eT le ma ee) " edr 。 ,Cn) |:dr 
i edz = 2 = 三 er 


设 z(t)= 二 Xe', 则 
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一 en 


了 
| e' z(t)dr 
0 


T TT 
le 
0 0 


2 业 1 妆 
7 二 全 

2 RE 
| dr pe 2 


0 


用 
a 
+ 


例 4 设 M,N 是 内 积 空 间 中 的 两 个 子 集 ,求证 : 
MC N—NIC ML. 
证 ze NM 一 z 上 N 一 < 上 M 一 ea 
例 5 设 M 是 Hilbert 空间 名 的 子 集 ,求证 : 
(M+)+= spanM. 


证 因为 
rE ML < | Mor | spanM 
zx | spanMe>zx € (spanM)!, 
所 以 ML = (span(M)). 
要 证 (M+)+ 二 spanCMD, 即 证 [CspandCM))+ 一 spandM). 问题 归 
结 为 证 明 车 M 是 闭 的 , 则 (M+)+==M. 注意 到 ， 
VrE Mz | Mz € (Mi)+:—MC M+)t. 
下 面 证 明 (M+)* 二 MM. 用 反 证 法 . , 
如 果 不 然 ,M 插 (MT)+. M 是 (M+)+ 的 真 闭 子 空间 ,对 zE (Mt) 二 
\WM, 由 正 交 分 解 ， 
| MM 
r=y 十 xz,，yE M,， ,内 
z 人 :AL， 
y EC Mt) 
0s VU 
. zz 一 并 一 GE (M+). 
于 是 zE M1+ 门 (M+)+, 与 z 关 9 矛盾 . 
例 6 在 [a,6b] 中 考查 函数 集 S={e”™)_... 
(1) 车 16 一 a| 志 1, 求 证 S+={0}); 
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(2) 若 |6 一 a | 之 1, 求 证 S+ 关 {90}. 
证 Yn,e*””™ 的 周期 是 1, 当 6 一 a=1,S+ 一 {0}. 
(1) 若 6 一 a 过 1,uE€L[a,6bj， 


b 
| we de = 0 
a 


心 


a ee [Bs 
uu -一 
况且 < [6,a = 1 
则 有 
Q 十 1 
| zedzr = 0 一 二 =0 (zefraa 二 1]) 


一 二 人 二 0 《FE [ayb)]). 
=>St= {0). 

(2) 若 6 一 a 之 1, 这 时 {e”“)%_。 是 [5 一 1,5] 上 的 一 组 正 交 基 . 
因此 , L2[6 一 1,6] 上 的 函数 可 以 由 它 的 Fourier 系数 决定 . 利用 这 一 
点 ,对 VuEL’[a,6—1)j, zu 头 9, 可 将 它 扩充 为 L2[a,5] 上 的 函数 v(x) 
ESt, 而 v(x)A0. 

事实 上 , 令 

区 有 et rE€ [a,b m1], 
~ lz), xzE€ (5—1,0], 
其 中 (一 1,g] 上 的 函数 fxz) 的 Fourier 系数 通过 (lz) 在 [a,6 一 1] 上 
的 值 来 计算 , 即 


2ni a 
Pp | ze “dz 一 一 ze “dz， 
2 一 1 a 
于 是 = >) ze € Lb — 1,6], 
b 2 2 gn b 
并 且 | ve “dx 一 | ze “dz 十 | ze dz 一 0， 
a a 6 一 1 


即 wCz)ES+L. 
例 7 设 {e),{F) 是 Hilbert 空间 .2 中 两 个 正 交 规范 集 , 满 足 条 
件 


人 
n=] 
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求证 : 两 者 中 一 个 完备 蕴含 男 一 个 完备 . 
证 设 {e,) 完 备 ,要 证 {f,} 完 备 ,用 反 证 法 如 果 ({f,) 不 完备 , 则 存 
在 u€. 多 ,u 关 0, 使 得 (u,f,) 二 0(Vn) ,这 导致 如 下 矛盾 : 


all*= 3 | (wu yen) | = D3 | (zz ,en Rr ey 攻 
n=1 n=1 


< 5 lal le = Fi < lull 


例 8 M 是 .2 的 闭 线性 子 空间 ,{e,) 与 {f,} 分 别 是 MM 与 M+ 的 正 
交规 范 集 . 求证 {ei) U {ff} 构成 2 的 正 交规 范 集 . 

证 YVzE2 ,由 正 交 分 解 定理 ,可 以 分 解 z=y 十 zx, 其 中 yE M， 
zE M+. 依 题 意 ， 


y= > (ie)e)] . 让 区 
r= Syede, FF Dz,f)f,. 
Crs 一 | 


由 此 可 见 , {e,}U {所 构成 .2 的 正 交 规范 集 . 
例 9 设 27 是 Hilbert 空间 ,(e,) 是 它 的 正 交规 范 集 , 求 证 : 


| Do) Ce 有 Vey € 人- 
n=] 人 


证 根据 Cauchy-Schwarz 不 等 式 和 Bessel 不 等 式 , 得 
[Be re |< (DHesed | ) (Doedl’)’ 
n=1 n=1 n=1 


< lzllllyl. 
例 10( 变 分 不 等 式 ) 设 .2 是 一 个 Hilbert 空间 ,a(zx,y) 是 名 上 
的 共 红 对称 的 双 线 性 函数 ,3 M 二 0,6 二 0, 使 得 
SlzP alz,z <MIzl WzeEe 2). 
又 设 wE 哆 ,C 是 多 上 的 一 个 闭 凸 子 集 .求证 : 函数 
rr a rw) — Re ,zr) 
在 C 上 达到 最 小 值 , 并 且 达 到 最 小 值 的 点 z, 唯一 ,还 满足 
Re2a(xow = we) = 有 ev 二 Xo) 0 (VE CN 
证 由 共 思 对 称 双 线 性 函数 的 定义 知 
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az 十 2 十 2) 十 az 一 3 江 一 2) 一 20aGzZ) 二 a(y,y)), 
令 不 二 inf {a(z ,7) = Re (uby TE)}s 


(2) eaty, 2 Rel(ue,T), 
则 zec，a< yn) 二 4 十 二 ， (1) 


6 |z, — zl < aa, — zz, — zn) 


Fe es 
守 


aT sR) | 2 ss se Mm 5 


2 4[ 宅 宇 2 


<2da+i)+2[a+i)— aa 

+ 二 |~0 (n,m—> co ) ， 

也 m 

{zn} 是 收 合 列 , 设 zzo, 由 (1 一 ,J(zo) 一 4 一 刘 f7(z)， 


若 有 两 个 Xo, Xo yZo 天 Zo ,都 满足 J(z0)=7( zo) 二 d, 则 有 
Zo 十 癌 
2 


二 ,2 


6 zo 一 fo 直入 2JCzo) + 27 (Zo) 一 4 
二 4d 一 4d = 0 一 zo = Z,. 
令 pt 一 i)), EL0,1], 则 
J Lz), (VEEC 
p(t) 之 网 全 VXECNEELOL 
< 全 由 (0) 0. 
考查 多) 三 Co FE oo) so tt CR my 
= Re(w, so = Ho)) 
= Re oo) 
十 tL[Re2a(zoyz — 7x0) — Rel(uo,z— zo)] 
二 tia(z 一 To 一 2 了). 
由 上 式 得 
9.(0) 0 Re2a(zoyr — Xo = Relwuoyz ~ ro) 0. 
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第 二 章 ”线性 算 子 与 线性 泛 函 
§ 1 线性 算 子 和 线性 泛 函 的 定义 


基本 内 容 


线性 算 子 和 线性 泛 函 的 定义 
算 子 的 概念 起 源 于 运算 ,例如 ,代数 运算 
hh> Ar (VwER); 
其 中 4 是 一 个 2X7 抢 阵 ; 求 导 运 算 
ul(z) HF PCODuCz), 
其 中 已 (。) 是 一 个 多 项 式 , 而 9; 是 偏 导 数 运算 . 
线性 算 子 的 概念 起 源 于 线性 代数 中 的 线性 变换 . 
定义 1 设 绝 ,2 是 两 个 线性 空间 ,D 是 多 的 一 个 线性 子 空间 . 
7: D>Y 是 一 种 映射 ,D 称 为 了 的 定义 域 ,有 时 记 做 DCT). R(T)= 
{TzlYVzED)} 称 为 了 的 值 域 . 如 果 
T(azi+By)=aTz+pPTYy (Vr,yED,Va,PEK), 
那么 称 了 7 了 是 一 个 线性 算 子 . 
定义 2 当 多 是 数 域 必 时 ,7 称 为 K 域 上 的 线性 泛 函 . 特别 地 , 取 
值 于 实数 (或 复数 ) 的 线性 算 子 称 为 实 ( 或 复 ) 线 性 泛 函 . 


线性 算 子 的 连续 性 和 有 界 性 
定义 3 设 2f, 久 是 刀 " 空 间 , 线 性 算 子 了 :DCT) 一 多 ,DCTD)CC 
22. 称 了 在 zoED(7) 连 续 是 指 
EE DU 
=>TZ, — To. 
这 一 和 
命题 4 7 在 定义 域 上 处 处 连续 的 充分 必要 条 件 是 了 在 x=90 处 
连续 . 
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定义 5 设 .2 和 纪 是 线性 赋 范 空间 ,了 是 .2 到 多 的 线性 算 子 ， 
如 果 有 常数 M 二 0, 使 得 
lITzls <Milzls (zx € 2), 
则 称 工 是 有 界线 性 算 子 . 
命题 6 设 .2r 和 多 都 是 线性 赋 范 空间 ,为 了 线性 算 子 了 连续 ， 
必须 上 且 仅 须 了 是 有 界 的 , 即 并 连续 < 全 >7T 有 界 ， 
定义 7 用 多 (X,7) 表 示 一 切 由 :2 到 多 的 有 界线 性 算 子 的 全 
体 ,并 规定 
上 zl __ 


TI = sup 一 suP ， 上 Tz 寺中 
Zz#¥0 zl lzil= 


ee 得 
示 多 上 的 有 界线 性 泛 函 的 全 体 . 

若 在 纪 (2 ,2 ) 上 规定 线性 运算 

(ai77 十 aT) Oz = mrt lr VER, 

其 中 a1,az€ 区 ,Ti ,TE (人 B20), 则 纸 (.% ,2Y) 是 一 个 线性 空间 . 

定理 8 当 . 久 是 B' 空 间 ,2 是 B 空间 时 , 缘 ( 久 ,多 ) 按 上 :构成 
一 个 Banach 空间 . 

定义 9(Hilbert 空间 .2 上 的 正 交 投影 算 子 ) 设 MM 是 .多 的 闭 线 
性 子 空间 , 依 正 交 分 解 定理 ,VzE.2D, 存 在 唯一 的 yEM,zEAML, 使 得 

w 寺 人 

对 应 P: z > y 称 做 多 到 MM 的 正 交 投影 算 子 . 

命题 10 设 M 是 :2 的 闭 线性 子 空间 ,2 到 M 的 正 交 投影 算 子 
尸 是 连续 线性 算 子 ,而且 当 .M 非 零 时 ,|Pl=1. 


典型 例题 精 解 


例 1 求证 : TES2(2r ,多 ) 的 充 要 条 件 是 了 为 线性 算 子 并 将 .入 
中 的 有 界 集 映 为 多 中 的 有 界 集 . 
证 ”必要 性 显然 .下 证 充分 性 . zl 过 1 是 和 % 中 的 有 界 集 , 依 题 
意 ,3M>0, 使 得 
lrTzle MM sla 


于 是 对 yzE 27z 尖 0, 有 |z| 售 大 xx, 即 17zl<M lial 而 对 于 
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zx 二 0, 上 Tz| 志 M lx 自然 成 立 , 从 而 Tz 过 MHzl(Yzx€E 多 ), 即 知 
TE (HR 多) 

例 2 设 4E2(2 ,2), 求 证 

(1) 4l= sup lAzl; (2) 14l= sup, | azl; 


lzll<1 
C3) al=inf(M AMV #0 


UE Cl 一 方面 ,syp, 1Azl> syp, IAzl=14l; 


14zl 14zl 六 


另 一 方面 ,4 = sup 全 2 之 sup 入 sup 1 4zl. 
i zl 到 ze zh 2 ei 


1z1< 
两 方面 结合 起 来 就 得 结论 
注 ”因为 左边 分 母 |zxl 志 1, 到 右边 放大 为 |zl 二 1, 故 分 式 变 小 了 


(2) 一 方面 ,由 (1) 知 4l= ‘sue ,lAzl> syp, 14zll; 


另 一 方面 ,对 Vz 一 1, 任 意 i 


[到 过 Ge sup Azl. 


由 此 可 见 |4| = sqP， |4zl 和 (1 二 e) sup | 4zl. 再 令 e->0, 就 有 
1 441 < i IAzll. 
两 方面 结合 起 来 就 推出 结 
(3) 设 7=inf {MM| las Vzz0|. 


一 方面 ,因为 对 Vz 尖 8， Wetal, 所 以 7<liall; 


另 一 方面 ,因为 7 是 对 Yz 关 0， 满足 全 M 的 M 的 最 大 下 界 ， 


所 以 y 十 < 就 不 是 满足 对 Vz 关 0， lelem 的 M 的 下 界 , 即 了 jM, 二 


7 十 e, 使 得 


台式 二 -LL 秆 A- 


丛生 所 <7+e 这 


从 而 HA 一 sup | 有 和 <x+e 令 0, 即 得 1A1<7. 


综合 以 土 两 方面 得 到 ”一 |4|. 
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例 3 设 . 久 是 Banach 空间 ,fE (2% , 民 ), 求 证 : 
DNAN= sup fx); 


(2) Sup, fz)=6 fl (vo). 


suP f(z) < Ae (FOO NS sup, zl = Fl; 


另 方面 , 令 &< jny(ays 则 省 
| 了 (| 三 sgn Cr) CE Flar) 


Narl=lallzl=1 


A bm 0 Sup Cx), 


由 此 推出 
Ifl = sup I#f (x) | sup f(z). 


综合 以 上 两 方面 ， 推 得 | 了 | 二 SUP Rs 

(2) 先 证 明 ‖ f= i 生 冀 曾 ， 对 Ylzl 二 1,z 关 0, 根据 第 
一 小 题 ， 

fy = zl A- Tz j< zl Sup f(y) = zf < 
而 当 zx=0 时 ,了 (90) 二 0<1f1. 故 有 sy5 f(z)I7l. 


另 一 方面 ,对 Vlzl==1,Ye>0, 注 意 到 | 所 | <1, 我 们 有 


f(z) = (11 ef| 了 -|< (1 +8) sup f(z). 
由 此 可 见 
1 = Sup f(z) (I+) sup fz). 
两 边 令 e>0 取 极 限 , 即 得 
EA snP fz). 

综合 以 上 两 方面 , 推 得 Fr SP (7). 

下 面 从 71= sup /C2) 出 发 来 推出 
sup f(z)=6lfl (v6>0). 


lzll 


事实 上 ,对 V6>>0, 有 
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全 由 着 人 念 1 作坊 全 一 sup ,Sf (z) 


= sup Frpz) 之 sup f(y). 


lzl<1 lyl < 
例 4 设 . 久 是 Banach 空间 ,JES(2r ,了 朴 ), 对 VzoE2rV6>> 
0 ,求证 : 
(1) sup f(x)=f(z0o)+6 Al; 
ZE B(x0,0) 


(2) inf f(x)=f(zxo)—ENfFl. 


XEB(z0,6) 


证 (1) 根据 例 3， 
sup 2 fzo) = sup | FCB 20) = Sup, 7») | 


ZEBCz0,G Z 一 Z0EB(O0) 


即 得 


suP ， f(z) = flzo) + OF. 


rEB(zo 


(2) 先 将 例 3 的 结果 改写 为 
— sup,f0) = 一 SI 一 inf AD 一 一 7 


yE€EB(OO 
于 是 有 
inf VCz) 一 PE nf Re i hfe fC 
zEB(z0'6 z—zx0 EB(0,6) eB: 0) 
一 一 :il 
即 得 


inf ee 一 flzxo) 一 9 15. 


ZEB(Cz0,9 
例 5 设 .2 是 实 'B 空间 ,了 是 名- 上 的 非 零 实 值 线性 泛 函 , 求 
证 : 不 存在 开 球 B(zo,6) ,使 得 f(zxo) 是 f(x) 在 B(Czo,6) 中 的 极 大 值 
或 极 小 值 . 
证 ”用 反 证 法 . 若 存 在 五 (zi56) ,使 得 f(zo) 是 f(x) 在 BCzo,0) 中 
的 极 大 值 , 则 由 例 4(1) ,我 们 有 
wd = RA, = f(zo) + NA. 


由 此 导出 6 14fj==0 一 f=0. 这 与 f 非 零 矛 盾 . 
车 存在 B(xo,6) ,使 得 f(zo) 是 f(x) 在 B(xo,6) 中 的 极 小 值 , 则 由 
例 4(2) ,我 们 有 
f(z0) = ye 与 六 ( 病 六 三)8 | 月， 


ZE 


由 此 导出 9 1 /=o 一 1 /=0. 这 也 与 了 非 零 矛 盾 . 
例 6 设 2%=Li[a,bj,22=CLa,5j],; 又 对 VfEL!i[a,b],; 定 义 积 


分 算 子 了: 
THI CY = | fd. 
试 求 : (1) TE(%R ,多 ) 时 的 范 数 ; (2) TE( 久 ) 时 的 范 数 . 
解 ” 设 | .| 外 和 上 | 分别 表 示 LiLa,6j 和 CLa,6] 上 的 范 数 . 
(1) 一 方面 ,对 VEZifa,o, 因 为 


工 b 
[roarl<| fe la = fh, 


IlrTfl=- max ll (T(r) | = ma 
XE[a,b] zx€E[a,b] 
所 以 Tl<1. 


另 一 方面 ， 取 六 -于 zCELa,5]), 则 有 folli=1， 
ITlz 17fol. = max | (THo) (7)| 


= 鸭 ee b—a i 2 
综合 以 上 两 方面 我 们 确定 上 Tl=1. 
I@ 一 方面 ,对 VYfELi[a,6], 因 为 


ITfhh,= | ea < [ep | 


之 一 和 


一 1. 


一 8aX 了 
z€[adj OO—a 


<| a 
所 以 1T1<6b 一 a. 


1 
def 于 < 十 Ey 区 
别 取 Fo 他 “、 "其 图 形 如 图 2.1 所 示 ， 
0's a 二 +e 二 i 过 6， 


则 有 f==1， 


=— 
I ~ a < 
(人 Ca 二 | f(z = | E a 还 QZ 十 e 
1， 4 十 一 工 所 0 
b 
i 二 | [Tf) zx) dz 
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Q 十 e 


号 |(Tf) (Cz) 1dzr + | (Tf Cz) Naz 
| 


= 二 dzr 


€ 


b 
a 


a 二 5 一 a 一 pe. 


由 此 推出 
lz Tf = 6 ae 


令 e>0, 即 得 |T| 宇 5 一 a. 
综合 以 上 两 方面 我 们 确定 Tl|==6 一 a. 
例 7 设 y()EC[L0,1j, 定 义 CL0,1] 上 的 泛 机 


外 
fz) = | zy wd Er 
0 


求 上 |. 
分 析 对 VzxECL0,1], 从 f(z) 的 表达 式 , 先 估计 f(z) 如 下 : 


1 1 
1x) = aya | |zG)| 1yGD)|1dt 
0 0 


< max (lz | ly ld = hal ly er. 
由 此 可 见 ,7l< | [yay lade 
这 启发 我 们 猜测 | /一 | 1y(z) dt, 所 要 做 的 便 是 去 建立 相反 的 不 


等 式 : fz ly la 
解 ” 对 Ye 之 0, 根据 y(z) 在 [0,1J 上 的 一 致 连续 性 ,jn€ N, 将 
[0,1] ”等 分 ,使 得 函数 在 每 一 等 分 区 间 上 的 振幅 小 于 e. 我们 把 所 有 
的 等 分 区 间 分 为 两 类 : 在 第 一 类 区 间 上 不 含有 函数 y(2) 的 零点 ;这 类 
?3 


区 间 记 做 4; 在 第 二 类 区 间 上 至 少 含有 函数 y(z) 的 一 个 零点 ,这 类 区 间 
记 做 B. 因为 函数 y() 在 第 二 类 区 间 B 上 必 有 零点 ,所 以 在 B 类 的 每 
个 区 间 上 有 |y() | 过 e. 定义 去)EC[o,1]， 
def [sgny(t), EAs 

线性 函数 ，z: € B. 
同时 ,如 果 第 二 类 区 间 B 的 端点 是 0 或 1, 则 令 X(0)==0 或 (1)=0. 
T(z) 的 图 形 如 图 2. 2 所 示 . 由 此 有 


记 (D 


图 2.2 


2 
0 | yd 
= P| zy 9 | Fy 
> ls® ldz — D>], ldz 
2 
人 | ly la 3 23)|,1> dz 


1 
| | 二 二 (1) 
0 


又 因为 | 过 1, 所 以 
Lf 国光 久 代 区 (2) 


联合 (1),(2) 式 得 到 
fl Fa > | 人 
再 令 e 一 0, 便 得 到 171 | ly dz， 


例 8 设 有 是 Banach 空间 ,f 是 多 上 的 非 零 线性 有 界 泛 函 , 令 
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d= 二 inf{|zl|f(z)==1) ,求证 : f=1/d. 
证 ”证明 分 两 部 分 . 第 一 部 分 证 明 |f 上 宇 1/d. 事实 上 ,对 一 切 满足 
f(z)==1 的 zxE 久 ,我 们 有 
1= fC2) 1 | lt. 


由 此 推出 1zl 之 本 ,两 边 取 下 确 界 得 到 > 站, 即 上 7 区. 
第 二 部 分 证 明 1f1 过 记事 实 上 ,因为 | 了 1 二 sup | 全 重 ,也 就 是 


说 , 11 是 吴 9 (zz0) 的 最 小 上 界 ,所 以 对 Ve>>0,1f 1 一 。 便 不 是 上 
界 , 于 是 xo 关 9, 使 得 

[7 (0) | 

[zo 

To 1 :| 
Fa |< TFT 二 es 再 注意 到 /7 | | 一 1, 故 有 
Xo 
a = 起; 


再 令 e-~0, 便 得 到 4< TFT , 即 17l< 均 . 

两 部 分 结合 起 来 就 得 到 要 证 的 结果 . 

例 9 设 .2 是 Banach 空间 ,7E 有 ,求证 : Ve>0,3jxzoE2 ,使 
得 A(zo) 一 | 小 且 lzol<1+e 

分 析 “如 果 171= ,结论 显然 成 立 . 不 妨 假定 17 > 0. 题 意 要求 
找到 zo 要 满足 两 个 条 件 : 

GD f(zo) 二 fl (2) 对 事先 给 定 的 se>0, 有 lzol<1+e 


注意 到 Vze 和 ,只 要 f(z) 关 0, 用 zo 一 一 天 1 出 便 可 产生 漠 
足 第 一 个 条 件 的 zo, 即 了 (zo) 二 fl. 因此 ,要 找到 同时 满足 两 个 条 件 


的 zo, 只 要 在 使 得 


宇 fi — €, 


也 就 是 说 ， 


1 
< a 
| 二 天 由 二 逢 


zl fen)| Nfl 
本 ey 


的 中 去 找 . 后 一 个 不 等 式 的 左 端 启 发 我 们 想到 | 7 的 定义 : 
(2 


Mf = sup 
| 


a | 
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也 就 是 说 ， 171 是 切合 六 co) 的 最 小 上 界 ,所 以 对 V7 之 0( 是 够 小 )， 


1fl 一 7 便 不 是 上 界 ,于 是 3 x1 关 0, 使 得 
| Gi) | 


lz 


比较 Ja >Als er >|y1 一 7 两 个 不 等 式 可 知 ,只 要 取 六 使 
Wa 


_ 1 
A Se 


> jf 7 9. 


得 | 了 | 一 ;一 2 即 可 . 为 此 从 | 7 一 中 解 得 


证 对 给 定 的 e 二 0, 取 7= 上 fl 二 一 , 则 有 07 二 1fll. 因为 f= 


he 
sup es 7 这 0, xi; 使 得 


La | A | 
Ey Da 


再 令 3 ll, 便 有 FCzo) 一 |/ ,并 有 | zol 天 1 十 e. 
例 10 设 T: 2 一 纪 是 线性 的 算 子 , 令 
NGO) a Et TT 
(1) 车 TE( 多 ,2 ), 求 证 :; NGT) 是 .2 的 闭 线 性 子 空间 . 
(2) 问 W(7) 是 .2 的 闭 线性 子 空间 能 否 推 出 TE( 人 % ,2)? 
(3) 若 f 是 线性 泛 函 , 求 证 : FE 2 3N( 有 ) 是 闭 线性 子 空间 . 
证 (1) 设 xz.EN(T),zs 一 xz,; 则 有 Tx, 二 0. 
又 因为 TEZ 罗 (27 ,UN) ,所 以 7Tz 一 lim7Tz, 一 0, 从 而 XEN(T), 即 
证 得 N(T) 是 闭 的 . 
(2) N(T) 是 名 的 团 线性 子 空间 一 般 不 能 推出 TE( 人 % ,2 ). 
要 设计 一 个 反例 ,最 简单 莫 过 于 找 一 个 N(T)=={0} 的 例子 . 设 
人 Ge | DS < oo), 
在 .名 上 赋 以 范 数 ||zl =sup 1 和 |, 另 取 .27 上 的 一 个 非 零 元 素 
六 := 二 CT 人 1,0，…) € 2 


a Prem A SE 
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fr 二 Ce Et EE DR. 
n=] 


显然 上 al==1,f(a) 二 0. 定义 算 子 T 了 如 下 : 
a Vr= (6 bn) ER. (1) 
显然 N(T) 二 人 0), 从 而 闭 .事实 上 ， 
Tx=4 z= Tz=0 
I | 和 ep 
zur) 一 zf) 二 0 
下 面 证 明了 无界. 全 浊 大 无 界 . 令 


def 一 一 一、 
{0,0,°" ,0,1,0,""}, me oR 


则 有 
lzill SY FP = 六 


由 此 可 见 lim uf Ce | _o, 即 /无界 得 证 . 


再 证 无界 . 用 反 证 法 . 如 果 Tz 有 界 , 即 存在 M>0, 使 得 eTz| 
<M1zl,VvzeE.27, 那 么 对 zE2， 


se yz 过 (十 MD lzll 


| flal =1 


af(x) =zr—Tr == lallf(2)|<a+M) lzl 

从 而 f 有 界 , 矛 盾 . 

(3) 必要 性 ” 即 (1) 的 结论 . 

充分 性 ”假设 NCAP) 是 闭 线性 子 空间 ,要 证 JE 多 “. 

用 反 证 法 . 如 果 f& 多“*, 则 了 无 界 ,也 就 是 说 ,对 Yn€ N, xz， 
lz,l=1, 使 得 |f(z,)| 宇 n. 令 

de ZI 
YD fewd 

容易 验证 f(y,) 二 0, 即 m%ENCD ,但 是 lim 一 < Fe) < 入 (7). 这 与 
NCF) 闭 矛盾 .证 毕 . 
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例 11 设 f 是 i a 
Hy (ER /x =, (AER). 
如 果 f€E 多 * ,并 且 上 f==1, 求 证 : 
(1) |f(z)|=inf{l|z—zl |zE€H’) (VXER ); 
(2) YAE K,Hy 上 的 任 一 点 xz 到 HY 的 距离 都 等 于 |4|, 并 对 到 
一 及 , == RR 情形 解释 (1) 和 (2) 的 几何 意义 . 
证 (1) 记 NN()=H7, 对 VrE ,注意 到 inf{|z 一 z| |zEH))} 
表示 的 正 是 点 二 到 NCAP 的 距离 p(x,N(f)), 所 以 要 证 的 就 是 
|f(z)| 三 CCz NO). 
一 方面 ,因为 距离 p(x,N (7)) 是 点 z 到 VYyEN(f) 距 离 |x 一 yl 的 
下 确 界 ,也 就 是 最 大 下 界 , 所 以 对 Ye 二 0,plzx,N(f)) 十 e 就 不 再 是 点 zx 
到 VyEN( 亡 距离 lz 一 yl 的 下 界 了 .因此 3 y.EN(f) ,使 得 
lz = vill(se zyN END 6, 
[f(z)|= [f(z yd ENfllz om yl = zo yl 
Or ND, 
再 令 e->0, 便 得 到 


[Ce < p(x NOA). (1) 
另 一 方面 ,Vz& NCAP ,对 VZE2T, 令 


/A(z), 
f(z) 


则 有 >yENCAP ,上 且 f(z)(z 一 二 f(z 及 ;从 而 
ee ls — yl = Lee 
两 边 对 = 关 0 取 上 确 界 , 得 到 
lz ylsup EH < 17ca)l 
注意 到 sup 1 二 71 一 1, 便 有 对 ye NC 有 ) ,成 立 
lz C—O UY xe). 


进一步 对 YyEN(f), 上 式 两 边 取 下 确 界 , 即 得 
pl(rz,N(f)) = i lz — yl < |f(z) (2) 


Y= 
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联合 (1),(2) 式 即 得 |f (zx)|==e(z,N(7)). 

(2) 对 YxEH*, 按 定义 f(x)=4, 利 用 第 (1) 小 题 结论 , 即 得 

pr,HY) = |f(z)| = |4l. 

为 了 解释 (1) 和 (2) 的 几何 意义 , 设 .27= 取 ,KK 一 了 ,VE.2T， 

并 且 | 上 f=1. 对 Yzx==(£,7)E 民 , 令 
a 10) a= (01), = /vd B= fv), 
则 f(z)==af 十 By, 上 f=1 一 Ve 十 P==1. 根据 平面 解析 几何 知识 ， 
|f(z)|==|af 十 B7| 表 示 点 z==(&,7) 到 通过 原点 的 直线 
HA (zm f(r) =0f .Bn = .0} 

的 距离 (图 2.3), 即 |f(z)|==|af 十 B7|==p(z,H7). 注意 到 HH/ 入 7 
是 互相 平行 的 直线 ,所 以 对 YxE 五), 我 们 有 


TS AN - 所 | 吐 十 67 一 4 一 
ol(z, Hy) = 200, 玖 7) = or 原 (ED=00,0) I 


图 - 2.3 


例 12 设 .22 是 Hilbert 空间 , 若 Pyv 是 :多 到 M 的 正 交 投影 算 


子 . NOP- (zeE22|Puzr=0)}) 称 为 Pu 的 零 空间 ,Pu 的 值 域 记 做 
R(Pm). 求证 : 

(1) R(PW=M,N(Pu)= Mt,2 =R(PWON (Pm); 

(2) Pulx 二 Tx (CM 上 的 恒 同 算 子 ),Pxlut 二 0. 

证 ” (1) 先 证 RC(Px)==M. 事实 上 ,一 方面 ,因为 Pyx 是 .22 到.M 


的 正 交 投影 算 子 ,所 以 
RCRPiD S Mi 
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另 一 方面 ,对 YZEM, 有 x 二 Pyr€ R(Pm), 故 
用 于 六 CPP， 
联合 以 上 两 方面 , 即 得 RC(Pm) 二 MM. 
其 次 证 N (Pm) 二 M+. 事实 上 ,一 方面 ,由 
rEM: zr €E NPu) 


| | 


| 一 Pw:= 必 
推出 MLCEN (Pm). 
另 一 方面 ,对 VYxEN (Pm) ,由 正 交 分 解 定理 ,分 解 出 
工 一 2 十 ZL xu E M, ZL € Mi, 
则 有 zx 二 Pxzx==0,; 因 此 x 二 zxi EM+, 故 有 
NEPa)- M+. 
联合 以 上 两 方面 , 即 得 N (Pu) 二 M+. 
最 后 证 2 一 RC(Py)N (Pm). 事实 上 ,既然 前 面 已 证 
R(Pm) = M, N (Px) 二 M+,， 
再 由 正 交 分 解 定理 ,VYzEC ,有 
z= xuyt rui, zwEM, /rut € M., 
便 得 
H= MOMt= R(Py) BNPm). 
(2) 因为 对 VzEM,z=z 十 0,0EML, 所 以 Pwz 一 z, 即 
Pulm = Tu. 
又 N(Pm)= 二 M+, 故 PxlaL 一 0. 证 毕 . 
例 13 设 M 是 Hilbert 空间 .多 上 的 闭 线性 子 空间 ,Pv 是 22 到 
MM 的 正 交 投影 算 子 .求证 
(1) P44 二 Pu( 竹 等 性 ); 
(2) Vx,y€ECC ,有 (Pumzx;yy) 二 (zx,Pmy)( 自 苍 性 ). 
证 (1) 因为 Py 是 :22 到 的 正 交 投影 算 子 ,所 以 YxE 以 ， 
PuzEM, 故 对 YzE 2 ,我们 有 
Pz = Py(Par) = Pux=> PY 一 
(2) 对 Yzx,yEEY ,根据 正 交 分 解 定理 ,我 们 有 
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z= Purt (~ Pwr; 
一 -一 和 ya 
EM EAL 

i (fT = Py 
EM EM 


由 此 推出 
(Puz»,y) = (Paz,Puy) = (xz,Puy). 

例 14 设 .2 是 Hilbert 空间 ,求证 : 有 界线 性 算 子 P 是 正 交 投影 
算 子 的 充分 必要 条 件 是 PP 满足 : 

(1) P= 二 P( 每 等 性 ); 

(2) Yzx,yEBL ,有 (Px,y) 二 (x,Py)( 自 共 轿 性 ). 

证 ”必要 性 证 明 见 例 13. 下 证 充分 性 . 令 M 二 RC(P). 下 面 证 明 分 
两 部 分 . 

第 一 部 分 要 证 M 是 闭 线性 子 空间 . 事实 上 ,一 方面 ,VYy€EM,jX€ 
20, 使 得 y= 二 Px, 于 是 由 适 等 性 ,有 

(I— P)y= (1 ~— P)Pzr= Px — Pz = 0=>yE€ N(T— PP), 
从 而 MEN (I 一 P); 
另 一 方面 ,对 VYyEN(I 一 P), 有 
(I— P)y= 0=>y= Py€ R(P)=M, 
从 而 NCU 一 P)SEM. 

联合 以 上 两 方面 , 即 得 M= NG 一 已 ). 因为 假定 P 是 线性 有 界 算 
子 ,所 以 I 一 P 也 是 线性 有 界 算 子 , 它 的 零 空 间 N(1 一 P) 是 闭 线性 子 空 
间 , 即 M 是 闭 线性 子 空间 . 

第 二 部 分 要 证 P 是 .2 到 M 的 正 交 投影 算 子 , 即 Pu 二 P. 事实 上 ， 
注意 到 YxE2L， 有 z==Pzx 十 (1 一 P)z, 其 中 PXER(P)= 一 M; 又 对 Vy 
E22 ,由 PP 的 自 共 轿 性 和 适 等 性 ,有 

(C(I — Pz,Py) = (BAP)r YY =.(0,9N 和 SD 
从 而 (1 一 P)zE M+. 由 此 可 见 分 解 x==Pz 十 QU 一 P)z 是 xz 对 闭 线性 子 
空间 M 的 正 交 分 解 , 由 正 交 分 解 的 唯一 性 , 即 得 Pu==P. 

例 15 设 工 ,M 是 Hilbert 空间 .2 上 的 闭 线性 子 空间 ,Pi,Pw 分 
别 是 .2 到 工 ,M 的 正 交 投影 算 子 :求证 : 

(1) LL MPrPu=0; 
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(2) L=M+<Pi 十 Pu 二 了 ( 恒 同 算 子 ); 
(3 PrP PrnNnms< > PrPu= PuPL. 
证 (1) 第 一 部 分 证 明 工 | MPrPx= 二 0. 事实 上 ,对 Vx,yE€ 
.22 ,利用 Pi 的 自 共 思 性 ,我 们 有 
(CPPursy) = (‘Puz;Pry) 
ey, [BeE 
第 二 部 分 证 明 PPv= 0 一 工 | 1M. 事 实 上 ,对 VzyyE:22, 根 据 正 
交 分 解 定理 ,我 们 有 
= Puz+t (1 — Pwz, 
—— pe 


因 MMW1L 
= 


EM emL 


y= uy (to Py 


EM EML 
由 此 推出 
(Puz,y) = (Puzx,Puy) = (2Z Pizy)， 
(Prizx,y) = (Prz,Pry) = (x,Pry), 
因此 


PriPu = 0=>0= (PrPuzx,y) = (Pyz,P1y), VY x,y € 2 
于 是 VYzxEM,yEL, 有 
(zy2D = (Puyz,s Pry) = 0=>L | M. 
(2) 第 一 部 分 证 明 LL=M+ 二 Pi 十 Pm 二 7. 事实 上 ， 
L=M. Pr Px=1 


| | 


Pot Ph Ls=7 


Pi Pil 一 Pr i Py 
第 二 部 分 证 明 Pi 十 Py=T==L 二 M+. 事实 上 ,由 
VEL EM- 


| | 


Pyz+PLz=z 
Prz 一 i Py 三 40 


可 知 工 CAML. 又 
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VE NML END 


| | 


Puzt+PLz=z 
Px 一 0 一 = 二 克 


可 知 M+CL. 
联合 LCM+ ,M+CL, 即 得 五 ML a 
(3) 先 证 明 PLPx 二 Pinx 一 PrPxm 二 PuPr. 事实 上 ,PrPxu 二 Pinx， 
PuxrPrz 一 Pxunrz, 因 为 Prznx 一 Punz, 所 以 PrPu 二 PuPri. 
反 过 来 证 明 PrPx 一 PxPz=PrPw= 王 Prznxw' 事实 上 , 设 P=PiPw， 
则 有 
J P 
| | 
(PLPm)’ PrPau 
| | 
PiPuyPiPy=PiPr PxPu= PP 
从 此 TU 形 等 式 串 的 两 端 可 知 P 是 宕 等 算 子 . 
又 对 YzyE.22 ,我 们 有 
(Pz Y) (x,Py) 
| | 
(PiPuz,y)= (Puzx, Pry)= (x, PuPry) 
从 此 TU 形 等 式 串 的 两 端 可 知 已 是 自 共 罗 算 子 .因此 根据 例 14,P 是 正 
交 投 影 算 子 . 
最 后 ,对 VzE.22 ,因为 z=Pi(Pyzx)E LPZzr= Pr(Par) sx 
Pu(Pr1r)E MPr=Pu(Prz), 所 以 
Px = Pi(Puyrx)=>w EL 二 
Pz = Pu(Prr)~—~zxz EM 
今 设 yELNM, 那 么 
Py 2 
| | 
Pu(Pry)=Pauy 
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从 此 U 形 等 式 串 的 两 端 可 知 ,已 是 艺 站 M 上 的 投影 算 子 Pznw, 于 是 
天 Pi = Pinm: 


§ 2 Riesz 定理 及 其 应 用 


基本 内 容 


定理 1 (Riesz 表示 定理 ) 设 f 是 1lilbert 空间 多 上 的 连续 线性 

泛 函 , 则 存在 唯一 的 元 y/€ 多 ,使 得 
f(x) = (CE 

”而 且 上 fl 一 lyyl. 于 是 由 ff 到 yr 给 出 了 .2 到 .2 的 一 个 同 构 . 

定理 2 设 .2 是 一 个 Hilbert 空间 ,a(Czyy) 是 .2 上 的 共 斩 双 线 
性 函数 ,并 3M>0, 使 得 

lalz,y) | MIzlly|l (OY zx,y € 2), 

则 存在 唯一 的 4E 多 (2 ) ,使 得 


ae 二 (zyAy) 二 二 沁 本 只 识 呈 旧 让 Aeaapsdeeee2 
2 [| 


典型 例题 精 解 


例 1 设 广 , 户 …, 太 是 Hilbert 空间 2 上 的 一 组 线性 有 界 泛 
函 ， 
M= /| Nf), 


其 中 N(fD)=={z€EB fi(z)==0}(%=1,2," 70), YX0EE, 记 yo 为 
To 在 M 上 的 正 交 投影 . 求证 ， 了 yy EC ,及 QisQ2s ,Qn E K, 
使 得 


Ss 1 > ay 
k=1 
证 根据 Riesz 表示 定理 ,3 yi€.82 ,使 得 
为 = (Z yp) (I RD 
因此 
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VrE€EM= MN NOD— Cy) = 
(Ek = fo ViEMY 
这 意味 着 ,yi | M2 二 1,2,…,n). 不 妨 假定 {y)=1 的 极 大 线性 无 关 组 
就 是 本 身 . 用 Gram-Schmidt 过 程 构造 出 一 个 正 交 规范 集 [za}x-1; 使 得 
span {zx)*_1 二 span(yx})x_1; 则 有 
Ze | MM vk = 12, n>, 
今 避 二 Tz0 一 Wo;y 则 zo LAM. 对 YzE2E， 


(Xz ,20) = | pS DY rsan)z, sd 
k=1 k=1 


-| eae | ks 
即 得 
由 此 可 见 ， 人 


Xo 一 ye 一 zxoEspanfzhjti — span{ye}ea. 

例 2 设 1 是 Hilbert 空间 22” 上 的 实 值 线性 有 界 泛 函 ,C 是 22 中 
的 ”个 闭 西 子 集 . 又 设 fv) 二 方 lv- 1(v) (Yo&EC). 

(1) 求证 : 3u* EY ,使 得 

f= lo wll ved); 
(2) 求证 : 存在 唯一 的 uoEC ,使 得 
f (uo) = inff (v). 
证 (1) 根据 Riesz 表示 定理 ,3u* €.62C ,使 得 1(v) 一 (u* ,v)， 


fw)= 记 ol 一 LCv)== 译 vl 一 Cy 


= 二 ol 2C",0) 4 ll’) 


= 志 |o 一 uw 中 一 记 lu' (VvEC). 
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(2) 设 UoEC, 使 得 uo 2 | 天 inf |v 十 | 因此 VVEC, 


fw) 之 六 uo 一 wl 一 坟 =f (wo) (yoeC)， 


由 此 可 见 f (uo) =inff (v). 

例 3 设 Hilbert 空间 .22 上 的 元 素 是 定义 在 集合 $ 上 的 复 值 函 

数 .又 若 VzES ,由 

JeC 门 =FCz) (VfE) 
定义 的 映射 J,: 2 一 C 是 上 的 线性 连续 泛 函 .求证 : 存在 SXS 
的 复 值 函数 KK(z,y) ,适合 条 件 ， 

(1) 对 任意 固定 的 yES, 作 为 z 的 函数 及 (zx,y) EB; 

(2) f(y)=(f,K(* ,y)) (VEC NYIES). 

注 满足 条 件 (1) 与 (2) 的 函数 K(xz,y) 称 为 2 的 再 生 核 . 

证 对 VzE5S, 因 为 J.( 有 = 二 f(z)(VfEEL) 定 义 的 映射 J: 2 
一 CC 是 22 上 的 线性 连续 泛 函 .所 以 根据 Riesz 表示 定理 3K.E€ BY， 
使 得 

f(z)=(f,K:) (VJEE2)， 
现在 定义 SXS 上 的 复 值 函数 
Di 和 

验证 天 (z,y) 满 足 条 件 (1): 对 任意 固定 的 yYES ,因为 玉 JE.22 ,所 

以 
K(x,y)=(K,,K,)=K,(r)E OE. 

验证 K(xz,y) 满 足 条 件 (2): 对 VE2,YyES, 因 为 f(y)= 

(f,K,),K,=K(. ,y)ECE, 所 以 
f(y)=(f ,Ks ,y)) (VfEQ ,VYyES). 

例 4 设 例 3 中 的 Hilbert 空间 2%=1?,S= N. 求 :2% 的 再 生 核 

K (m,n). 


解 对 YnE€ N, e, 一 


‘0 0, …), 则 有 enEL, 并 且 对 


VfEL,f, 一 (f,e,) 是 摘 取 fe7? 的 第 个 坐标 ,显然 是 1 上 的 线性 
连续 泛 函 . 故 有 
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1， 7a 一 7， 
Ov NEN 

例 5 设 Hilbert 空间 ,22 上 的 元 素 是 定义 在 集合 S 上 的 复 值 函 
数 . {es 是 .2 上 的 正 交 规范 集 .如果 是 2% 的 再 生 核 ,求证 : 


K(x,%) = 2 err) erly), 
n=] 


证 “对 任意 给 定 的 zxES, 如 果 将 天 - 展开 为 {er} 的 Fourier 级 
数 , 则 有 


K (m,n) > 《CE 7 Be | 


oo 


K; = > We re 
再 根据 Parseval 恒等式 ,立即 得 到 
K(x,y) = (K,,K,) = > (Zz) ey). 
例 6 设 刀 是 C 中 的 单位 开 圆 域 ， 避 2(D) 表 示 在 D 内 满足 
lu) ldzdy<o0 (一 工 十 i) 
的 解析 函数 全 体 组 成 的 空间 ,规定 内 积 为 
Ca 中 区 人 ee 


六 : 、 
求证 : 25?(D) 的 再 生 核 为 玉 (z,mw) 一 元 二 52 wD): 


证 第 _ 步 先 验证 到 (一半 -ix 一 1,2,…) 是 一 组 正 交 规范 
集 . 事实 上 , 设 z=re” ,我们 有 


2r / 
(De 二 Vam|， ; rtn2einmodrd0 = 2 po mm = On. 


第 二 步 应 用 例 5 的 结论 得 到 
K(z,w)= Sp p(w) = ne ae 
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§ 3 纲 与 开 映 像 定理 


基本 内 容 


纲 与 纲 推理 
定义 1 设 (2 ,o) 是 一 个 度量 空间 , 集 EC.2-, 称 五 是 疏 的 ,如 果 
五 的 内 点 在 有 内 是 空 的 ,或 五 不 包含 任 一 开 球 . 
命题 2 设 ( 多 ,Pp) 是 一 度量 空间 .为 了 EC 多 是 玻 集 ,必须 上 且 仅 
须 YB(zoyro) ,3j B(xi;71)CB(zos70) ,使 得 
Blzi,n) NE= 他 . 
换 句 话说 , 任 一 开 球 中 存在 一 个 巨 的 点 被 清除 的 闭 小 球 ( 图 2. 4). 


定义 3 在 距离 空间 (2r,o) 上 ,集合 五 称 为 第 一 纲 , 是 指 五 一 
Us ,其 中 五 , 是 玖 集 . 不 是 第 一 纲 的 集合 称 为 第 二 纲 集 . 
定理 4(Baire 纲 定理 ) 完备 度量 空间 (.2r,o) 是 第 二 纲 集 . 


开 映 像 定 理 

定义 5 设 (C20,o),(G,r) 是 距离 空间 ,了 : .2 一 2 称 为 开 映 像 ， 
是 指 了 映 开 集 为 开 集 ;或 对 任 给 的 开 集 W,YzxoEW 一 Txo 是 TW 的 
内 点 . 

命题 6 TT 是 开 映 像 寺 >36 二 0, 使 得 TB(0,1) 必 UC(0,6), 其 中 B， 
U 分 别 表 示 .2 ,2 中 的 开 球 . 

定理 7( 开 映像 定理 ) 设 台 ,2 都 是 B 空间 ,车 TE( 人 R ,2 ) 
是 一 个 满 射 , 则 了 是 开 映 像 . 

定理 8 (Banach 逆 算 子 定 理 ) 设 .27, 多 都 是 已 空间 , 若 了 6E 
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22(25,@), 它 既是 单 射 又 是 满 射 , 那 么 T ES(B ,有 )， 

推论 9( 等 价 范 数 定理 ) ” 设 线性 空间 统 上 有 两 个 范 数 | .| 小， 
| .1 ,如果 .有 关于 这 两 个 范 数 都 构成 Banach 空间 ， 而 且 | .1 比 | .| 
强 , 则 | 上. 必 与 上 中 等 价 . 

定义 10 设 .2 和 多 是 Banach 空间 ,人 是 DT)IC2 到 2 的 线 
性 算 子 ,对 于 任意 {zx,}CD(T), 若 由 zz ,Tzxn>y 可 推 得 xE€D(T)， 
及 y=Tz, 就 称 了 是 闭 算 子 . 

每 个 连续 线性 算 子 T 都 可 以 将 定义 域 D(T) 延 拓 到 DC(T) 上 ,因此 
每 个 连续 线性 算 子 了 都 可 以 看 成 是 有 闭 定义 域 的 ,于 是 每 个 连续 线性 
算 子 必 是 闭 算 子 . 可 是 一 般 的 闭 线性 算 子 未 必 是 连续 算 子 . 

闭 图 像 定 理 

对 于 线性 算 子 而 言 ,我 们 来 看 连续 性 与 闭 性 间 的 关系 , 我 们 说 一 个 
连续 线性 算 子 了: D(T)> 了 ,总 可 以 延 拓 到 DC(T) 上 . 这 是 下 面 定理 的 
结论 . 

定理 11(B.L.T 定理 ) 设 工 是 她 "空间 .2 到 已 空间 儿 的 连续 
线性 算 子 , 那 么 工 能 唯一 地 延 拓 到 D(CT) 成 为 连续 线性 算 子 Ti ,使 得 
Ta 

定义 12 设 绝 和 是 线性 赋 范 空间 , 令 

XZ= (9 |r EE RYE DY): 


按 运算 
(ziy 1) 十 Czayya) 天 (Zi 十 ,Za2y21 十 :2)， 
A Ws N=(Ars 0 
组 成 线性 空间 ,定义 范 数 (图 模 ) 
zs) = zl + llyll. 
ne 多 X22 是 线性 赋 范 空间 . 
是 定义 在 D(T)C.% 上 到 多 的 线性 算 子 ,考查 

Tx EE DANE 
显然 ,Gr 是 多 XX? 中 的 线性 子 空 人. 

命题 13 T 是 闭 算 子 的 充分 必要 条 件 是 Gr 按 图 模 是 闭 集 . 

定理 14( 闭 图 像 定理 ) 设 .2r 和 多 是 Banach 空间 ,TT 是 D(T) 

89 


C.2 到 多 的 闭 线性 算 子 ,DGC7T) 是 :有 中 的 闭 集 , 若 Gr 是 .2 X 儿 中 
闭 集 , 则 是 连续 的 . 

推论 15 定义 域 是 闭 子 空间 的 闭 算 子 是 连续 的 . 

共鸣 定理 

定理 16( 共 鸣 定 理 或 一 致 有 界定 理 ) 设 .2 ,多 是 Banach 空间 ， 
机 C 区 (2 ,多 ) ,如 果 

suplTzl <% (zx€2), 

那么 存在 常数 M, 使 得 IT 入 M (YTEW). 

推论 17 设 .2 是 Banach 空间 ,4C.2 , 则 4 是 有 界 集 的 充分 
必要 条 件 是 对 于 VrEH ,sup I(x) | 

定理 18(Banach-Steinhaus 定理 ) 设 .%,2 是 Banach 空间 ,M 
是 .名 7 的 稠密 子 集 ,T,,TE 妈 (名 ,2)(x 一 1,2,…), 则 7T, 强 收敛 于 工 
( 即 lim7sz 一 Tz,YzE3) 的 充分 必要 条 件 是 

(1) 17, 几 有 界 ; 

(2) limT,z=Tzx,Y rE M. 


应 用 

定理 19 (Lax-Milgram 定理 ) 设 u(x,y) 是 Hilbert 空间 .2% 上 
的 一 个 共 斩 双 线 性 函数 ,满足 : 

(1) 3M>>0, 使 lxCzy)| 入 M zlllyl (vx,y€E 2 ); 

(2) 9>0, 使 |xCz,z)|>0 Dx? (YrxeE 2 )， 
那么 必 存 在 唯一 的 有 连续 逆 的 连续 线性 算 子 4E 宅 (.27) ,满足 

U(X,y) = (x,AY) (Vr,y ER ), 

并 且 有 


| 


定理 20 (Lax 等 价 定 理 ) ”如 果 |T,x 一 Tzxl|>0 (nn 一 co0), 对 YrE 
多 成 立 ,那么 为 了 x, 一 x(n 一 oo0), 其 中 zx, 与 x 分 别 是 原 方程 Tx=y 
和 近似 方程 了 ,zx, 二 yy 的 解 ,必须 且 只 须 3C 二 0, 使 得 
| 
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典型 例题 精 解 
例 1 设 妥 一 人 ,数列 (ao) 满 足 suplasl<co. 作 家 到 自身 的 算 子 


工 如 下 ; 
V 工 一 {EE Er 总 生词 7 一 {arés}. 
求证 : 7 存在 有 界 逆 算 子 的 充分 必要 条 件 是 inflax|>0， 
证 ， 先 证 充分 性 , 即 假定 inf 4,1 之 0, 要 证 明了 7 存在 有 界 逆 算 子 . 
根据 Banach 逆 算 子 定理 ,只 要 证 工 是 单 射 , 满 射 . 注意 到 


def 


a inflai| 盖 0 一 二 0 (一 1,2,…). 
4>1 


为 了 证 单 射 ,假设 z= {&}E 2, 使 得 Tz=0, 那 么 
于 东兴 T=0 


| | 


asés = 0(k = 1,2,.%) = = 0 = Dy) 
从 此 TU 形 推 理 串 的 两 端 即 知 了 是 单 射 . 
为 了 证 了 是 满 射 ,假设 y= (7 )E 2, 要 找 z={( 扣 )E 多 ,使 得 
y 二 Tx. 事实 上 ,就 是 解 方 程 
C= Di Ch 
因为 ws 和 0, 所 以 很 容易 解 得 


es (Rk = 23 
Qk 


再 由 于 |&|= 


VA 
CA 


二 | 因 |, 故 有 
2 Sa Ih}, 
满足 > 一 Tz, 并 满足 lzl< 二 17zl, 即 
上 Zr 二 ll OYye2). 
再 证 必要 性 , 即 假定 了 存在 有 界 逆 算 子 了 ,要 证 明 inflae|>0， 


换 句 话说 就 是 ,假定 3WM>0, 使 得 对 Vz=( 和 6)E2r, 有 
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S16) SMB as 
要 证 明 inflas|>0， 
用 反 证 法 . 事实 上 ,假定 inf | ao | 一 0, 那 么 对 YnE N, 了 mxw，* 使 得 
ja | 二 士 . 不 妨 假定 子 序列 就 是 序列 本 身 , 即 设 1, | 二 襄 ,那么 对 
Vz 二 (6,}€E 久 ,有 


Sl MD Ls ; a) 
n=1 n=] 

我 们 取 一 串 (zw)E .2 如 下 : 
Eee 


| (0 0，… 这 0， 0" 少 (CR 国生 
即 ZJO 一 (6 )} 一 (0w) (一 1,2,…). 对 每 个 k= 二 1,2,… ,将 Zz 的 坐标 
上 代入 不 等 式 (1) 的 两 边 , 便 得 到 


SEM = Dy 
n=1 n=1 
由 此 导出 
1 过 MM: 主 Ck = 


令 ->oo0, 即 导出 1 二 0, 矛 盾 . 

例 2 设 .27 是 Banach 空间 ,2 是 2- 的 闭 子 空间 ,映射 p: :2 
一 27/ 2 定义 为 gp:zhz[z,VzE2 ,其 中 [z] 表 示 含 z 的 商 类 (等 
价 类 ). 求 证 是 开 映 射 , 

证 用 开 映 像 定理 ,只 需 证 明 9 是 满 射 .事实 上 ,YLzxj€ 2 AL2T， 
任 取 zE[z], 则 有 zeE.20, 并 且 g(x)==[zxj]; 从 而 p: 如 一 名 /名 ,是 

例 3 设 . 有 ,是 Banach 空间 ,UES(C2T ,2 ) ,又 设 方程 Uz 一 
y 对 每 一 个 yE2 有 解 zE .FR ,并 且 3m 之 0, 使 得 

Il Sm hal, EE. 

求证 : UU 有 连续 逆 U71, 并 且 上 071 入 1/m. 

证 ”由 题 设 条 件 ,U 是 满 射 ,上 且 是 单 射 .所 以 根据 Banach 道 算 子 定 
理 , 我 们 有 UT'E 儿 (2 20). 
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进一步 ,对 Yy€E2 ,ly|=1, 设 Uy 二 zx, 则 
1= lyl = lVUzl2mlzl = mlUT yl. 

由 此 推出 V7? 二 sup, Ny a Ym 

例 4 设 .2 是 Hilbert 空间 ,4E 儿 (22) 并 且 3m>>0, 使 得 

|(4zyz)|z2 lzl: (VrE 此 7). 

求证 : A-!€E 经 (2Y). 

证 由 条 件 ,VzE22 ,因为 

mlzl: < lAz,z)| <lAzllzl=—= lAzl| = m lzl, 

所 以 4 是 单 射 . 

又 对 YzE (R(A))+, 因 为 

0= |(Az,z)| 宇 ml|zll’:==zx = 90, 

所 以 (RC(A))+=={0), 故 有 R(A4) 在 .中 秽 密 . 

进一步 ,要 证 明 4 是 满 射 , 即 要 证 R(4)==.2%. 因为 已 证 R(A) 在 
22 中 稠密 ,所 以 只 要 证 RC(4) 二 RC(A4), 即 只 要 证 R(4A) 是 闭 的 . 事实 
上 , 设 {y,) 是 RC(A) 中 的 收敛 列 , 从 而 是 基本 列 ,并 设 4m 一，, 则 由 
14zl 宇 m lz ,我 们 有 


1 1 
lz — zl < Az — Azrnl = 3 ly — yall. 


由 此 可 见 , {zx;} 是 基本 列 , 从 而 是 收敛 列 . 设 
GE > y= Ar, AzoE R(A), 

从 而 RCA) 是 闭 的 . 故 RC(A)= 二 RC(4A)== 如 , 即 4 是 满 射 . 最 后 根据 
Banach 道 算 子 定理 ,4 '€E 弘 ( 久 XC). 

例 5 设 .2 ,2 是 线性 赋 范 空间 , 刀 是 有 的 线性 子 空间 ,4A: D 
一 是 线性 映射 . 求证: 

(1) 如 果 4 连续 ,D 是 闭 集 , 则 4 是 闭 算 子 ; 

(2) 如 果 4 连续 且 是 闭 算 子 , 则 允 完备 蕴含 吃 闭 ; 

(3) 如 果 4 是 单 射 的 闭 算 子 , 则 4"! 也 是 闭 算 子 ; 

(4) 如 果 .2 完备 ,4 是 单 射 的 闭 算 子 ,RC4) 在 多 中 稠密 ,并 且 
4-!: 连 续 , 那 么 RC4) 王 纪 . 


TiED(A) Ls 
证 《1 让 又 因为 DD 闭 , 所 以 xED(A); 又 因 
ee 
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为 A 连续 ,所 以 > 一 4z. 故 4 是 闭 算 子 . 
(2) 因为 4 连续 ,又 多 完备 ,那么 根据 定理 11,4 能 唯一 地 延 拓 
到 万 上 成 为 连续 线性 算 子 4, 满足 41s 二 4,1A1==141. 到 此 ,本 题 还 
有 一 个 条 件 4 是 闭 算 子 未 用 ,下 面 用 它 来 证 明 妃 闭 . 设 x,E€D,zxi>x. 
要 证 明 x€ED. 事实 上 ,现在 有 
AZx, = Azx, —> Azx, n— ooo, 
因为 4 是 闭 算 子 , 所 以 
xX ED,r > 2 
人 4Zz 一 47z. 
(3) 首先 因为 4 是 单 射 , 所 以 4A! 存在 . 注意 到 DC(4-!)==R(A)， 
也 就 是 说 ,4 !' 是 定义 在 RCA4) 上 的 线性 算 子 . 我们 要 证 4 一 是 闭 算 子 ， 
就 是 要 证 ,如 果 
VERCA) sy YY 
en 
则 有 yER(C4) 且 zx 一 4-1y. 事 实 上 ， 
hERCA), yy, EDA SL 
| > 
因为 4 是 闭 算 子 ,所 以 zED(4), 且 y= 二 Azx, 从 而 y€E R(4) 且 x= 
A 'y. 
(4) 首先 根据 第 (3) 小 题 ,由 条 件 4 是 单 射 的 闭 算 子 , 即 知 4 ! 也 
是 闭 算 子 . 
其 次 ,注意 到 4 一 的 像 空 间 是 .2 ,根据 第 (2) 小 题 ,我 们 有 


4-: 连续 
4-1 NF 天 卫 (4- 忆 闭 . 


2 完备 

最 后 ,一 方面 ;因为 R(A) 闭 ,所 以 R(A)= 一 RC4); 另 一 方面 ,因为 

R (4) 在 多 中 稠密 ,所 以 RC(4) 二 多. 两 方面 联合 起 来 便 有 R(A)= 
R(4)=2. 也 就 是 说 ， 
R(A) 闭 

R(A) 在 多 中 稠密 


| 一 Ra = R(A) = 纪 . 
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例 6 用 等 价 范 数 定理 证 明 (C[0,1],| .由 ) 不 是 Banach 空间 ,其 


hfh=| fdr Y fecCo,1]. 
证 ”用 反 证 法 . 假如 (CC[0,1j,1*l) 是 B 空间 ,注意 到 空间 
C[0,1] 的 范 数 是 
lIfle = max |f (|. 
现在 
Fh = /Od < maxlf0)1 = lfle, 


| .| 是 比 上 由 强 的 范 数 ,用 等 价 范 数 定理 ，， 
上 .lo 与 1 i 等 价 , 即 3M> 之 0, 使 得 17le 入 让 
Mfli(YfECL0,1]). 今 取 
det [1 — Mt, 0 和 过 二 入 和 4 

| 0， 1/M<t<1; 
则 有 foEC[0,1], 生 Nfole=1,1fo=1/(2M) ? 
(参见 图 2. 5). 于 是 出 现 

1 1 


1 一 lfole< MI = M3 = 


矛盾 . 
例 7 (Gelfand 引 理 ) 设 .27 是 Banach 空间 ,p: .一 RR 满足 
(1) p(x)>0,VrXER; 
(2) pAz)=Ap(r) ,VAS0,7E Zr 
(3) pziiZz2)SPp rHp rT) Vrs TE ; 
(4) 时 ,limp(z,)>p(7). 
求证 : 3M>>0, 使 得 p(x)<M zl VzeE 2 


证 -会 


了 KE 


def 


[zll, | zl + supp (ax), 
aES1 


其 中 S! 是 复 平面 上 的 单位 圆周 . 首先 证 明 ||zl, 是 .2- 上 的 范 数 . 事实 
上 , 设 4 一 4le*, 注 意 到 
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supp (aAr) [4| supp (azx) 
a€sS! 


a€ES! 


B= ae* 


[4| supp (ae“ xz) 
aESl 


从 此 可 形 等 式 串 的 两 端 及 |2zl 二 14|lzl, 即 知 |2zll) 二 14|l1zll, 故 
| .| 具有 齐 次 性 ， 

进一步 ,再 证 上 0) 一 0. 事实 上 ,一 方面 (0) 之 0. 另 一 方面 ,对 Vzo 
关 0, 因 为 二 zu->bCr->co) ,所 以 根据 条 件 (4) ,我 人 有 p| 二 zo| 之 p09)， 
两 端 取 下 极限 并 用 齐 次 性 即 得 
联合 以 上 两 个 方面 ,得 证 p(0)=0. 

下 面 证 明 ( 名 ,xl) 完 备 . 事实 上 ,如 果 设 |z, 一 zm 一 0, 则 有 


zz, 一 zl 一 0, 因 为 (2 ,lz 由 完 备 , 所 以 3x€E 多 ,使 得 x 一 x. 
对 Ye€E (0,1), NE N, 使 得 


|4| supp (Bz) 
BEes! 


I = a (VY m,n > N). (1) 
因为 |zj 宇 |z| 十 supp (azx) ,所 以 不 等 式 (1) 草 含 
aES1 


supp (a(x ee 


a€ES 


令 mm 一 co ,我 们 得 到 ,对 VaEStVza>N, 有 


plalzs — 7)) < limplalz, — zn)) < (2) 
又 因为 | zh 之 |zl+supp(ax), 所 以 不 等 式 (1) 蕴 仿 
ls zl < Vm ND). 
令 mm 一 co ,我 们 得 到 
lz 一 直系 高 ，GYm > N). (3) 


2 
联合 不 等 式 (2),(3) 得 ; 对 Vn 六 ,成 立 
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[x 0— zl = Dx; = zl 二 supplalz, 一 并) 委 一 6. 
acESl 


从 而 |zxl, 是 .2 上 的 完备 范 数 . 
最 后 根据 等 价 范 数 定理 , 习 M>0, 使 得 
lz 和 受 Mlzl 一 pc) 入 Mlzl，VzE 
例 8 设 名 ,2 是 Banach 空间 .AE 人 (BRB) (n=1,2,…), 义 
对 VzE.2r,{(4z) 在 多 中 收敛 .求证 : AE YL(% ,2 ), 使 得 A 强 收 
敛 到 4, 且 1Al<limll4,ll. 
证 对 VzE 多 ,因为 {4,zx}) 在 多 中 收敛 ,所 以 可 以 定义 
Azx = lim A,z, 
并 因而 (4,z) 在 多 中 有 界 , 即 
sup |4,zl<ce (VYzxE2). 
由 共鸣 定理 ,3 M 之 0, 使 得 14 二 MC(Yn 宇 1) ;从 而 
lAzl=limlA.zl<limlA,llzl<M lzl (VrE2R). 


于 是 AELC9 ,2) ,并且 M41<limlAl 
例 9 设 1<p<o0, 并 且 方 十 广 一 1; 求 证 : 如 果 序列 {a1) ,使 得 
Vz 一 {6}EL 保证 axki 收 化 ,; 则 {axeEL; 又 车 f: zy Dw&, 则 了 
作为 也 上 的 线性 泛 画 ,有 本 
II=( 袜 ia 


证 VE 二 机 大人 动 二 邓 we 网 有 
k=1 


户 E (Ch = LR), lim(fi,x) = Daréi = (fx) 
n—oo k=1 


对 多 =1*,2 = 二 区 ,4A, 二 ,4 二 了, 应 用 例 8, 即 得 fE€ (0?)*. 
下 面 证 明 ao= {ai) E71. 事实 上 ,Yn€ N, 构 造 z”, 其 坐标 为 
ea “e 一 4， RNs 
a Or: 一 argark. 
0 Ns 
因为 对 每 个 确定 的 4,zx” 不 为 零 的 坐标 只 有 有 限 项 ,所 以 x™ EL. 进 
97 


) 
二 名 


二 2 9 一 方面 
(f ,zx™) Zail 
| | 
Para re m= Da aler ea 
另 一 方面 ， 
zy her = (Plo )? 
te Ye jarls)d, 
联合 上 述 U 形 等 式 串 的 两 端 和 不 等 式 , 即 得 
袜 ersI 袜 ia 
注意 到 性 十 本 一 1, 这 个 不 等 式 就 是 


DADE 和 是 种. 
由 此 可 见 ;a 二 {as} et, 且 上 a 


又 根据 Holder 不 等 式 ,我 们 有 
[|(f,7z)| = |(a,z)| < lall, lzll,. 
由 此 推出 1 过 lall,. 联合 
lol < zl 
Fa A et. 


例 10 如果 序列 {ow) 使 得 对 Vz= (人) EL, 保 证 了 》)amki 收敛 . 求 
k=1 
证 {ax} EL”; 又 车 /zh> mi 作为 由 上 的 线性 泛 函 , 求证 f= 
k=1 
pk 
证 VzZ 一 (4} EL, 令 (fx) 二 > jor&i, 则 有 
k=1 
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广 E(0D =, R), Lim 万 ,z) 一 它 /at 一 (zy 


对 多 ==11,2== 区, 4, 一,,4 二 ,应 用 例 8, 即 得 JE (20)*. 
从 


一 -一 人 一 
下 面 证 明 a= {a} EL™. 事实 上 , 设 ex=(0,.……,0,1,0,0,.…) ER, 则 


阁 | 
a=f(e), ell=1. 
进一步 ,因为 
la| = |fle) | lfllel = fl, 
所 以 w= {az} E71”, 并 且 lall。. 志 上 fl. 
反 过 来 ;因为 


[fi 7) 过 Dati < sup al 271&| 
Rl 1<k<n k=]1 


< sup |w| |zll < llall,, lzll, 
1<k<n 


所 以 fl<limlf. 过 lal 联合 
il- 也 

-171= lal- 让 

i 所 


例 11 若是 [a,b6] 上 的 可 测 函 数 ,而 且 对 VYg€L*La,b](1<p< 
co) ,都 有 f(g()ELi[a,5], 求 证 ， JE [ae, 拉 ,其 中 方 十 本 一 1 
证 对 Vn 二 1,2,…, 定 义 
a a 2 
f(t) = | 本 其 他 ， 
那么 f,()EL[a,6]. 令 
Fg)=| fata dede, Yaem[a,s], 


则 ,ECL?[a,5])* ,上 ,= 二 fj. 因为 
|g | | ga) € DCaso]， 
所 以 对 Vg€ELr*[a,6b]，, 有 |F,(g)| 二 o0. 根据 共鸣 定理 , 必 习 MM 二 0, 使 
得 
IF = 1fll <M (= 1,2,…), 
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即 
b pd 
(| | fn C#) rat| "EM n= 1 
又 因为 (>f() a.e. 于 Li[a,b], 故 由 实 变 函数 中 的 Fatou 引 理 得 


(fr re) = 『 road 


pb 二 
<lim(| Aldj <m, 
即 FE Ls[a,b]. 
例 12 设 名 是 B 空 间 ,{&.}C%, 且 VfER* ,DFE,)|< 
n=1] 


,又 设 数列 {a} 满足 lima, 一 0. 求证 ; 级 数 > ak; 按 2 的 范 数 收 


敛 . 
证 ”如果 当 足够 大 时 ,a, 二 0, 那 么 结论 显然 成 立 . 此 外 ,不 失 普 
遍 性 ,假定 a, 关 0, 否 则 用 {a,} 中 坐标 不 为 零 的 子 序列 代替 {a,). 本 题 要 


且 只 要 证 明 : 点 列 {z,)-={ > last 是 .7 的 基本 列 .事实 上 , 记 0= 
(olw|s1), 则 对 Year VY {ww)EQ, 及 nn,pE N, 我 们 有 


n+p n+p 7 十 轧 
| (fs mw 二 | Dwrf CE) bs SS | wi | | Ce) | 
k=n k=n k=n 
n+p 
A | ea, 
k=n 
根据 共鸣 定理 ， 


(Sot (en} EQ,n,pEN) 
是 和- 中 的 有 界 集 , 即 3M>0, 使 得 
| Swe, |<m, {wi} EQ,n,pEN. 
记 ws 一 ,max lai| ,根据 我 们 开始 的 假定 , 则 有 久之 0, 对 Yn<h< 
n 十 p， | 和 < 从 而 
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人 | 四” 帮 坟 区 m 二 庆 : 
进一步 ,因为 条 件 lima* 一 0, 所 以 limws,s=0, 对 VpEN 一 致 成 立 . 于 
是 
nn 十 记 n 二 pp 
lz 一 二 | >tl= | oe 
对 YpE N 一致 成 立 . 故 点 列 {z,} 是 有- 中 的 基本 列 . 又 因为 各 完备 ， 
所 以 点 列 {z;) 是 多 中 的 收敛 列 . 
例 13 设 2, 是 Banach 空间 ,4AE 纺 (RR, 多) 是 满 射 .求证 : 
如 果 在 多 中 yyo, 则 C0 演 Zoo 使 
oe < 
证 设 N4)=(zE.2r|14z=0) ,考虑 映射 
A:. ZH/N(A) >, VY [zj]€ .2%/N(A), 
ALz] = Azx, VzeEe [zx]. 
(1) 证 4 是 单 射 . 事实 上 ， 
A[z] = 0=—Azx = 0 (Vx € [zx)) 
一 ZE N(4)=— [zx] = [0]. 


XXw,M—>0, n> oo 


故 4 是 单 射 . 

(2) 证 4 是 满 射 . 事实 上 ,由 条 件 4 满 射 推出 ,对 VyE 多 ,了 zE 
.22 , 使 得 4x 一 从 而 和 Lz']=4z = 二 y. 故 和 满 射 . 

(3) 证 有 界 .事实 上 ,因为 对 VLzxj€E 多 /N(A), 我 们 有 


[Ac SE at lalceil, 
由 此 推出 了 有 界 . 

(4) 由 Banach 道 算 子 定理 ,A 1€E 经 (2 ,人 FR/N(4)). 

(5) 证 w= 二 0 时 的 结论 .事实 上 ,如 果 加 二 0; yn 习 05 记 [zj 二 
有 -1y,, 则 有 

| ee 
注意 到 这 个 结论 与 要 证 的 一 般 结果 十 分 类 似 , 其 中 A- 中 相当 于 C. 下 
面 要 做 的 事 就 是 “过 河 拆 桥 ", 将 [zi] 中 的 “[]" 去 掉 . 事实 上 ,根据 第 一 
章 84 例 13 的 (2), 可 取 心 E[z], 使 得 
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lal 入 2 1Czl <21aA7 ly,l. 
进一步 ,从 y, 一 0 即 知 x 一 0. 令 
纺 三 邓 2 一 七 三 2 六 下 
则 有 zs 中 志 Clysl,C=21247!. 即 已 经 证 明了 yo 二 0 情形 下 的 结论 . 
(6) 证 yo 关 0 时 的 结论 . 事实 上 , 设 y 一 yo 关 0, 记 [zx1]=A-!y,， 
[zoj 二 4 !yo, 则 有 
[zj] 一 Cz = A ys — A yaol BA ys; = .yl > 0. 
取 zeoE[zo], 满足 |zo 三 2 1[Czo]l; 同时 取 zx,E [zxsj, 满 足 
lz — zoll < 2 [zx,] 一 [zol 
这 样 ,一 zo, 并 有 
= AL M0 i ALzd = 4 
进一步 ,对 y, 一 yo 一 90, 应 用 (5) 一 步 结果 即 知 
|z, 一 zo SC ly, 一 ll 
lzol < C lyoll, 
其 中 C = 2 4144- 川 . 由 此 可 知 
lzsl< lz 一 zol + lzol <C ly — yoll + C lyol 
<C ly,l 十 2C lyol. (1) 
最 后 ,再 想 办 法 将 上 yoll 折 合 到 Dy, 上 去 . 事实 上 ,因为 y, 一 yo 关 0, 所 以 
No, 使 得 对 Vn 二 No, 有 


J 
[yoll 一 llysll < ly, 一 yl < 7 lyol. 


由 此 推 得 
lyoll < 2 ly,ll. (2) 
联合 不 等 式 (1),(2) 即 知 |zi 趾 才 5C yll. 
例 14 设 .2,2 是 Banach 空间 ,T 是 闭 线性 算 子 ,D(TD7C.2T， 
RAC ,NODE(ze .Tz=0), 求 证 ; 
(1) N(T) 是 多 的 团 线性 子 空 间 ; 
(2) 阁 和 NN(T)= 二 {90), 则 R(T) 在 乡 中 闭 的 充分 必要 条 件 是 ja>0， 
使 得 
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Izl <alTzl, vz € DO); 
(3) R(T) 在 乡 中 闭 的 充分 必要 条 件 是 3m 这 0, 使 得 
ma(zsN(T)) zl WY zx € DOC)), 
其 中 4d(z,N(T)) 表 示 xz 到 .% 的 子 集 N(T) 的 距离 . 
证 (1) 设 xz,.EN(T),zn 习 x. 要 证 TEN(T). 事 实 上 ,zx,E€EN(T) 
一 >Tzx, 二 0 一 0, 故 有 
CR, 
Tre 0 
因为 全 是 闭 线 性 算 子 ,所 以 0==Tx 一 x€EN(T). 
(2) 必要 性 ”事实 上 ,因为 R(T) 在 允 中 闭 ,; 所 以 R(T) 是 B 空 
间 ,T: D(T) 一 R(T) 满 射 . 条件 N(T)={0} 意 味 着 T.: D(T) 一 R(T) 
是 单 射 .于 是 了 : D(T) 一 R(T) 既 是 单 射 又 是 满 射 . 由 逆 算 子 定理 知 
TT1EG(R(T), 久 ) ;从 而 ja 这 0, 使 得 
IT-iyl<alyl (Vy€ERGOT)). 
于 是 对 VxE 多 , 令 y 二 Tzx, 便 有 ||zxl&a 上 Tzxl. 
充分 性 ”事实 上 ,从 y,E R(T),y 阅 y 即 知 3z,€D(T), 使 得 
二 Txs>y, 这 样 {Tx,}) 是 基本 列 .又 由 所 给 的 不 等 式 , 有 
lz; 一 ET 一 人 
故 {z,) 也 是 基本 列 ,从 而 3zE 及 使 得 zx 一 zx. 因为 了 是 闭 线性 算 子 ， 
所 以 
7 
i =—>y = Tzx—>yE€E R(T), 
即 证 得 R(T) 闭 . 
(3) 我 们 希望 用 (2) 的 结果 ,但 少 了 条 件 N(T)= (0). 将 多“ 下 
放 ” 到 商 空间 .2T/VCT) 去 看 ,目的 就 是 使 得 NGT) 可 以 看 成 “ 零 ”注意 
到 名/N(T) 是 B 空间 ( 见 第 一 章 34 例 13 中 (3)). 考虑 映射 
TWIN) > ; 
DT) = {[rj E.R/NT zr E DT)), Tlz] = Tz. 
显然 N(F)=[0],R(T)==R(T). 如 果 人 了 是 闭 算 子 ,用 第 (2) 小 题 结果 ， 
即 得 结论 . 
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下 面 证明 人 是 闭 算 子 . 事实 上 ,要 从 


人 EDC), Cc 
到 [zz 一 y 
出 发 ,导出 

上 二 人 [xz]. 2 


无 论 “ 出 发 点 ”(1) 还 是 “目的 地 ”(2) 都 是 建立 在 商 空 间 上 的 . 可 是 条 件 

们 是 闭 线性 算 子 , 却 是 建立 在 原 空间 .多 上 的 . 因此 需要 还 “ 原 ”. 从 (1) 

出 发 ,根据 第 一 章 $4 例 13 中 的 (2),3 xz,€ED(T), 使 得 |x, 一 zl 过 

2 | | S00 Tz = 
的 EDGCT)， 
Ty 

注意 到 (1') 就 是 (1) 的 “ 原 ”, 由 (1 ) ,利用 条 件 了 了 是 闭 线 性 算 子 ,我 们 得 

到 


C1 


f E DCT)， :> 


y= 
再 从 (2') 推 出 (2) 是 显然 的 ,因为 本 来 就 是 定义 . 
现在 将 证 明 休 是 闭 算 子 的 线索 通过 U 形 推理 串 小 结 一 下 ,U 形 推 
理 串 的 两 端 是 “出 发 点 ”和 “目的 地 ”, 但 是 为 了 利用 了 是 闭 线性 算 子 的 
条 件 , 我 们 绕 过 U 形 推理 串 的 底部 . 
Clie) (2) 


| | 


(1 ty') 

最 后 ,因为 N(F)==[0],R(T)= 一 R(T); 用 第 (2) 小 题 结果 , 即 得 
3 a>0, 使 得 | [zl 二 a 1Y[zJjl, 根 据 第 一 章 $ 4 命题 17,|1 [zj]l = 
d(x,N(T)), 故 有 d(xz,N(T)) 志 aTzl. 令 mx=1/a, 即 有 

~ mad(z,N(T) < ITz| (zx € DOT)). 

例 15 设 名 ,9 是 Banach 空间 ,TE(2,2),N(T) 二 {zré 

2 TE=0s 
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ural 


def 
Ey igNn Cr NT)) 


求证 : (1) YCT) 志 IT]; 
(他. 当 于 可 道 时 学 尖 记 林 下 


证 首先 从 7Y(7) 的 定义 ,对 Vz& NGT),， 有 


ee ef 
由 此 推出 
ITzl YC NT)). (1) 
不 等 式 (1) 对 z€EN(T) 也 成 立 . 
(1) 对 YVzENCT) 及 YVzE2T， 
ITzl = |TCz — 2) < 17Tllz 一 zl， 
上 式 两 边 对 zE N (7T) 取 下 确 界 , 即 得 
ITzl < IT a NT))—=77) < ITI. 


(2) 当 工 可逆 时 ,N(T)=={0), 从 而 
|Tzll 


ICNAG DA 中 (2) 


又 T-1Tz=zx,TT-!iy 二 y,YzXE 久 ,YE ,于 是 
eS A M0 | te ee VE- 有， 
从 而 由 7Y(T) 的 定义 ,有 


lzrz 了 | > 1 
xD = 这 | Izl > TT 


另 一 方面 ,由 不 等 式 (1) ,并 注意 (2) 式 有 
lyl = 17T-3 关 XI， Vy€E 2, 


故 
S71) sup, Ne A A hl 
即 WYSF 洒 让: Re 7 (T hi 本 让 
例 16 设 0 Banach 空间 ,TE 经 (X,Y), 
yCT) inf ITz| 


sew ld(z,N(T)) 
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求证 : R(T) 在 多 中 闭 的 充分 必要 条 件 是 7Y(7T) 二 0. 

证 法 1 注意 到 例 14 的 条 件 都 满足 ,对 m= 二 7(T) 二 0 用 其 结论 
(3) 即 得 证 . 

证 法 2 充分 性 “事实 上 , 设 Y(T)> 盖 0 且 有 序列 (zjC2 及 yo 
EB ,使 得 limT z= yo. 

由 例 15 中 的 不 等 式 (1)， 

Ts, — zh a, = NTIN 

由 于 (Tz,)7 是 gr 中 的 基本 列 , 故 对。 二 G2 存在 {Tz,)? 的 一 个 子 序 
列 {Tzx。)>1, 使 得 


7(7) 
| A = 大 


》 及 二 1 23 


从 而 
dz 一 zu NT) < 总 有 一 1,2，… 
对 每 一 个 固定 的 &, 因 为 &Czw 一 zy NGCT) 是 点 zi 一 zu 到 zE 
N(T) 距 离 的 下 确 界 , 即 最 大 下 界 , 这 意味 着 
dz 一 ZnrN(T)) 十 冯 
不 再 是 点 x, 一 zx 到 zEN(T) 距 离 的 下 界 , 故 可 取 {zi)#-1€ N(T)， 
使 得 


一 zsN(T)) 十 玄 之 i 


| 
k L250 
令 纪 二 zm 一 zn 一 zh; 因 为 浓 11 二 2, 7 是 Banach 空间 ,所 以 
k=1 


def 


Dem. 因为 Tzi 一 ,所 以 


Ld Ts 一 p30 入 0 


= lim > — Zn) 


Mm—>00 
k=1 
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Ea lim Tx, 


Mm—>00 


从 而 了 (zo 十 za) 一 yo 一 yoER(GT). 故 RD) 闭 . 
必要 性 事实 上 , 设 RT) 闭 ,那么 RGT) 是 Banach 空间 . 这 样 由 
开 映 射 定理 ,x 二 0, 使 得 
BOO FROTY ETB;1). 
由 此 推出 : 对 YyE R(T),y 关 90, 因为 


pe] € BO,r) (| R(T) CTBO,1), 


所 以 3xo€ BC0,1)C 29, 使 得 他 记 1=Tzo 令 z 一 全 lly|| zo, 则 有 


人 a a Tr, 9 


| 


2 = i 
Tz = 产 yll Tzo = 天 yll 2 [yl = Ys lz < 产 yll. 


上 述 yE R(T),y 关 9 是 任意 的 , 今 对 YzE 多 ,特别 取 y==TrE R(T)， 
也 应 该 3z€E 多 ,使 得 


y=Tz=Tz, zl 入 全 人. 
由 此 z 一 x 二 x1. EN(T), 并 且 


I7zl = llyl = |z| = lz 十 zi 宇 Fd(z, NT)). 


由 此 得 到 YD 


例 17 设 久 ,2 是 Banach 空间 ,TE(% ,多 ). 如果 存在 多 的 
闭 子 空间 M, 使 得 R(T) 站 M= {0} 并 且 R(T)@M 在 多 中 是 闭 的 , 求 
证 : R(T) 在 多 中 闭 . 
证 考虑 线性 算 子 
Ts: XM»>2, T(zrm) = Tr{4Fm, -.(rm) EB 
显然 
TE ST EY xX MD); 
一 方面 ,由 条 件 R(T)M 在 中 是 闭 的 , 即 R(T1) 在 乡 中 是 闭 
的 .根据 例 16 的 必要 性 , 即 知 Y(T;) 之 0. 
另 一 方面 ,因为 RT)mmM= (2} ,所 以 
NOTIY Nt 0} 
于 是 对 YzE 2 
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ITzl= lz,o) 目 亏 XTD .dz,0) ,NGT)) 
一 7Y(GTDadCz NT))， 

因此 7Y(7D) 三 7(Ti) 盖 0, 于 是 根据 例 16 的 充分 性 , 即 知 R(T) 在 多 中 
闭 . 

例 18 设 久 ,多 1, 多 ; 均 为 B 空 间 ,T1,Ts 分 别 是 名 到 多 1 与 
,中 的 闭 线性 算 子 , 且 有 DC(T1)CD(T,) ,求证 ; 93M 这 0, 使 得 

1Tszl < Mzl 二 17azl. 
证 在 乘积 空间 .27X.2m 中 引入 范 数 


zsz) zl + Tall 
由 于 T; 是 闭 线性 算 子 , 故 其 图 像 GCT 是 .20X.22Tm 中 的 一 个 财 集 . 因 
为 多, 多" 是 完备 的 ,所 以 名 X.227 是 完备 的 ,从 而 G(T) 也 是 B 空 
间 ( 见 图 2. 6). 作 算 子 
GUT Ry, xT Try VY (orE G(T). 


HM 


G(T) Tyx 
图 2.6 


由 直接 验证 可 知 丁 是 一 个 线性 算 子 . 今 证 明 工 是 一 个 闭 算 子 .事实 上 ， 
如 果 有 序列 Cz, ,Tizs)CG(T1) ,使 得 当 >co 时 ， 

(Ras T1228) RR (TTT)s 

To ys 
那么 ,由 假设 可 知 {z,}CDCT,)CDCTs). 又 由 乘积 空间 中 范 数 的 定义 
可 知 

(zs Ti) sry LR) 人 
故 当 ”ce 时 ， 
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A 
Ss 
而 T; 是 闭 算 子 ,从 而 zxED(T,),Tsz 二 y. 于 是 T(x,Tix)= 二 Tr 二 yy， 
这 说 明 工 也 是 一 个 闭 线 性 算 子 . 由 于 D(T) 是 B 空间 ,多 ;也 是 B 空 
间 , 因 此 ,由 闭 图 像 定理 , 卫 是 从 G(T;) 到 2 的 有 界线 性 算 子 ,从 而 存 
在 常数 M>0 使 得 对 一 切 z€E D(T1), 有 
Tz Mlzl 二 17azlD 
| | 
) Mz, Tx) 
从 此 梧 形 等 式 -不 等 式 串 的 两 端 即 知 
lIT;zll < Mzl + Tx). 
例 19 设 {aj} 是 无 穷 矩 阵 , 满 足 
la 0 F012.). 


到 


记 y= 二 Zz; 其 中 X= (1 Ea ELS 


= Da = 23) y= hin EL, 
全 1 


六 Ql1 .Q1? Qi13 Q1j 和 
7; CQ21 CQ22 Q23 Q2j 6 
7s Qs3l QQ32? QQ33 Q3j 6s 
六 i a Gg | Ss 


求证 : AE€E (72). 
证 易 知 4 是 7 到 7 中 的 线性 算 子 ,又 由 于 是 B 空间 ,根据 闭 
图 像 定理 的 推论 15, 只 需 证 4 为 闭 算 子 . 这 时 4 为 连续 线性 算 子 , 又 
由 本 章 8 1 命题 6 知 4 有 界 . 为 此 ,下 证 4 为 闭 算 子 . 设 Xn€El’ ,Tn >x, 
目 Ax, 一 y, 因 为 1 是 B 空间 ,自然 有 xEVW, 因 此 为 了 证 明 4 是 闭 算 
子 , 只 要 证 y=Az. 事实 上 , 记 
CSS 
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三 = (人 
A 《7 


注意 到 4z 的 第 ; 个 坐标 (4z),= >as5, 则 对 任何 固定 的 ;( 和 矩阵 等 式 
中 的 第 i 行 ), 有 
|1(Az); — 7:|= | 2 一 | 


二 D3 (€, -4 + et 一 3 3 


8 


oo 


总 i Se em 
| 中: Si-e 有 
证 | a 一 有 


el jh 
= 六 
<[ le’)’ lz,— zl 
jt 
二 = yl —>0 (n— oo0). 
故 有 外 三 Dasétiti=1,2,"), 即 Azx=y. 故 4 是 闭 算 子 , 从 而 结论 得 
产 1 

证 ， 


和 


3 
| 
RA 


例 20 设 {a;)}) 是 无 穷 矩 阵 , 满 足 : 对 每 个 z= (§1;6€;,*… ,6,,*…) EE 

人 ~， 
> > 1051 (112,.") 
j=1 

都 收敛 , 且 y= Tr)EUY, 记 y= 二 Ax, 求证: AE (1™). 

证 4: 1” 一 1 显然 是 线性 算 子 ,由 小 的 完备 性 ,要 证 AE€ 弘 (™)， 
只 需 证 4 为 闭 算 子 . 设 x,E€1”,xs>zx, 且 4Azxs>y, 因 为 是 B 空间 , 自 
然 有 有 zEL”, 因 此 为 了 证 4 是 闭 算 子 ,只 要 证 y= 二 Azx, 进 一 步 只 要 证 
(y)w 一 (4z)w, 也 就 是 说 ,只 要 证 它们 的 第 mx 个 坐标 相等 . 

设 避 = 外 St Es 5 bie ) ,X= 二 (61 ,6,,… ,&,,…). 引进 泛 函 
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Fl i, WE 
显然 六 ， 1/* 一 区 是 线性 泛 西 , 且 因为 有 条 件 : 对 
Va Ce Rh 
都 收敛 ,特别 对 ee nt 
by laij| = Deasenes 
es J" 
|f,(z)|= eh 


SL 


it4 8 


lon sup | 


en: = Planl | zl， VV 
即 知 刻 E (4”)* .这样 一 方才 按照 下 图 所 示 推 理 得 到 : 
lim (Azx,)n 一 TCR 和 


(4z)w 2 (Ax)n 


2 
。 (n) 
> Gm 之 /an 
j=1 j=1 


Fea) 关 科 了 
另 一 方面 , 设 VS (7 ?12 /ND) ,按照 下 图 所 示 推 理 得 到 : 
lim (Az,)n = 7 = (y)mn, 


Mz 0 CCAzDI) UA， (Mh, =) 
y a y y a y 
Ry sm rb | in 


联合 以 上 两 个 方面 ,得 证 (y)% 二 (Azx)mCm 二 1,2,…), 即 y==Ax. 
注 例 16、 例 17 都 是 通过 验证 4 为 闭 算 子 来 证 明 4 的 连续 性 . 
这 种 思路 具有 一 般 性 . 闭 图 像 定 理 告诉 我 们 ,在 Banach 空间 中 ,判定 线 
性 算 子 的 连续 性 (有 界 性 ) 问 题 可 以 转化 为 闭 性 的 判定 , 且 在 许多 场合 
1 


往往 闭 性 较 易 检 验 . 事实 上 , 设 考虑 线性 算 子 4: 多 一 2 对 于 下 面 三 
条 : 
《1 二) 二 写 0 (2) A yo (3 yo Ao 
通常 要 证 4 在 ze 连续 , 则 需要 从 (1) 推 出 (2) 和 (3), 即 
(2 
(35) 
但 车 要 验证 4 是 闭 算 子 , 则 只 要 从 (1) 和 (2) 推 出 (3), 即 
(1 
C2 
这 就 是 说 ,验证 4 为 闭 算 子 比 验证 4 为 连续 算 子 多 了 一 个 条 件 而 少 了 
一 个 结论 ,当然 要 方便 得 多 . 
例 21 设 避 是 CL0,1] 的 闭 子 空间 ,使 得 .2 中 的 每 一 个 函数 都 
在 [0,1] 中 连续 可 微 .求证 : 2% 是 有 限 维 的 . 
证 设 T; 名 一 C[0,1] 定 义 为 : YfE% ,Tf=f', 则 T 是 连续 
的 . 事实 上 , 设 


| 


一 @ 


人 太一 上 f/'— 5. 
因为 CL0,1] 中 的 收敛 等 价 于 一 致 收敛 ,对 于 Vt€ [0,1]， 


大 全 二 0 大 GD)ds. 
六 
feY = FE eea 一 7 —g. 
由 此 可 见 ,了 是 闭 算 子 ,又 D(T)= 名 ”是 闭 子 空间 ,根据 闭 图 像 定 理 ,T 


是 有 界 算 子 . 设 
上 中 入 WMA， 即 max [fCey) <M max |f C2)|. 


令 2 一 [LO 十 1, 则 对 于 y re 入 ;只 要 满足 | 和 <1， 便 有 
1 = max|f'(z)| <n. 
现在 ,为 了 证 明 多 是 有 限 维 的 ,只 要 证 明 多 与 一 个 有 限 维 空间 
能 建立 一 一 对 应 的 映射 . 为 此 令 


(z 二 031, sve dns 


2 
wt 当 i 


dn 
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利用 这 些 分 点 将 [0,1] 区 间 4n 等 分 ( 见 图 2.7), 同 时 将 函数 1E 多 在 
这 些 分 点 上 离散 化 , 即 建立 映射 S: 2 一 R  VYJE3 
SF) = fw), fw) fs) (rR) E Re 
显然 $ 是 线性 映射 .下 面 证 明 $ 是 一 一 的 ,就 是 要 证 : 
SCP) = 0 一 一 0. 

其 逆 否 命题 是 

FF 和 0 一 SC 夭 0 一 了 ;使 /ci) 天 0. 
用 反 证 法 . 如 果 最 后 的 结论 不 对 ,那么 

Vi= 1242 1 H(z = 0. (1) 

因为 f 关 0, 不 妨 假定 max |f(z) | 二 1f1=1, 连 续 函 数 |7(z) | 在 [0,1]J 


上 可 以 取 到 其 最 大 值 , 设 


XME xiszit), |flrm)|=1. Co) 
根据 微分 中 什 定 理 , 有 
[大 三 和 
然而 由 (1),(2) 有 
fez) — czD1 = |f (1 =1. (4) 


(3) , (4) 两 式 矛 盾 . 因 此 dim (多 ) 志 4n 十 1. 


六 二 0 有 站 i Xi Hr Nts Kn = 1 


图 2.7 


例 22 设 a(zx,y) 是 Hilbert 空间 22 上 的 一 个 共 恩 双 线 性 函数 ， 
满足 : 
(1) 3M>0, 使 得 |a(Czy)| 委 MT zlyl; 
1 


(2) 96 二 0, 使 得 |aCzx,y)| 宇 6 zl 

求证 : VfE.BC'* ,3 唯一 的 yyE BY, 使 得 
azZyr) = fx), VY EC, 

而 且 yj 连续 依赖 于 人 

证 由 条 件 (1),(2) ,根据 Lax-Milgram 定理 19, 必 存在 唯一 的 有 
连续 逆 的 连续 线性 算 子 4E 5 (21) ,使 得 

a(X,y) = (x,Ay), VY x,y € 2E. 

又 根据 Riesz 表示 定理 ,对 VJE22 ,I 唯一 的 zjE BV, 使 得 


FE) 二 HE 
对 此 zy, 求解 方程 Ay 二 zy, 得 到 唯一 解 
i 


故 有 
jz) = (zzr) = (+,Ays) = alz, yy). 
再 证 所 产生 的 yj 是 唯一 的 . 事实 上 , 若 另 有 表示 
f(z)=a(z,y), VrE A, 
则 有 
0= a(z,y) — a(z, yy) 一 wa(zyyr 一 yz)， VrE 5. 
取 z=yj 一 yy, 便 有 
因为 (2) 
0 一 aCyr 一 yy 一 办) 过 9 一 多 

由 此 推出 y 一 yx. 结论 得 证 . 

例 23 设 吕 是 到 中 边界 光滑 的 有 界 开 区 域 ,w: O-> Rt 有 界 可 测 
并 满足 0<w<a,AEZ2(CO2). 规定 


2 三 lst Vz Vu au)dzrdy (V uv€E HNO)), 


a | ,fvdzdy (VE EC 


求证 : 3 唯一 的 uw€E HC0) ,满足 a(w,v)==F(v). 
证 设 la| 达 M. 注意 到 l= 十 yu? 以 及 Cauchy- 
Schwarz 不 等 式 , 有 
lalu,w) | | Vu yw) | + Ml| (u,v)| 
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<lyullyvl + M, lallllvl 

< al lvll + M lall; llvll; 

一 (1 十 Mo lzl lol (Cv a,vEH'Q)). 
由 此 可 见 例 22 的 条 件 (1) 满 足 . 再 验证 例 22 的 条 件 (2) 也 满足 . 事实 
i 


alusit)> [CVul’ + elul drdy 
min{1,%} ul: (VuEH' QO)). 
又 因为 下 是 线性 算 子 , 且 
Feo1 = || fodzdy|< hf ha ols < ha olh, 


所 以 FE (IC2)) .再 用 例 22 的 结论 ,了 唯一 的 wE€ 厂 1(0) ,使 得 
al(uv) =F(v) (VvEH' (NO)). 


34 Hahn-Banach 定理 


基本 内 容 


Hahn-Banach 定理 

定理 1( 实 Hahn-Banach 定理 ) 设 2 是 实 线 性 空间 ,加 是 定义 
在 .% 上 的 次 线性 泛 函 ,多 oC 多 是 实 线性 子 空间 ,fo 是 .2 上 的 实 
线性 泛 函 ,并 满足 

fu) EB) RZIE Ro), 

那么 在 .27 上 必 有 一 个 实 线性 泛 函 满足 : 

(1) f(z)= 二 fo(x) (VzE2T) ( 延 拓 条 件 ); 

(2) f(x) 过 p(x) (YVzE.2r) ( 受 控 条 件 ). 

定义 2 设 P: 多 一 了 民 是 线性 空间 .名 上 的 一 个 函数 ,车 它 满足 : 

(ij) P(r 十 y) 志 PC(z) 十 Pl(y) (YzyES2r) (次 可 加 性 ); 

(2) POQz)=|4IP(z) (CVAEKVzE2r) ( 齐 次 性 ); 

(3 PB(z)=0 (VE GD》 
则 称 P 是 一 个 半 范 数 或 半 模 . 

定理 3(Hahn-Banach 定理 ) 设 .2 是 刀 * 空 间 ,2r 是 .2 的 线 
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性 子 空间 . 若 fo 是 名。 上 的 有 界线 性 泛 函 ,那么 fo 可 以 延 拓 到 整个 空 
间 .多 上 且 保 持 范 数 不 变 ,也 就 是 说 ,.% 上 存在 有 界线 性 泛 函 了 满足 : 

(1) f(r) 二 fo(zx) (VzE2To) ( 延 拓 条 件 ); 

(2) f==1 fol。 ( 保 范 条 件 ),foll。 是 在 多。 上 的 范 数 . 

推论 4 设 2 是 线性 赋 范 空间 .对 于 VY 非 零 zo€ 多, 必 存 在 
JE.220* ,满足 

jz 一 zl， 且 f= 1. 
推论 5 线性 赋 范 空间 名 上 有 足够 多 的 连续 线性 泛 函 . 
定理 6 设 2 是 线性 赋 范 空间 ,M 是 .25 的 线性 子 空间 .车 x6E€ 


tr, 目 
了 一 p(xasM) > 0 
则 必 存 在 Fe .%* ,适合 条 件 ， 
(1) f(x)=0 (VxwEM); 
(2) fF(w0) = 
(3) IfFl=1. 
这 三 条 可 以 用 下 表 帮 助 记忆 
[xm| am | 
交 0 plzo, M) 1 


推论 有 若 2 B* 空间 ,MC. 人 NR ,zo 天 0, 则 ZzoGspanM 当 且 仅 
当 VE.2T ,只 要 f(M)==0; 就 有 f(zo)==0. 即 


Zo € spanM 
人 =>zxo € N(N). 
特例 车 M= {ey 9 TDT2 9 2 ， 问 : 是 否 能 用 形 如 
> 


的 线性 组 合 的 序列 极限 去 通 近 给 定 的 元 素 xo? 本 推论 给 出 了 这 种 逼近 
存在 的 一 个 充分 且 必 要 条 件 : 对 所 有 的 在 zi1,zx2,… ,zx,,… 上 为 0 的 线 
性 连续 泛 函 f ,都 有 
f(z0) 一 全 
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几何 形式 一 一 凸 集 分 离 定 理 

定义 8( 极 大 线性 子 空间 ) “在 线性 空间 多 中 ， MC.2 是 :2 的 
线性 子 空 M 称 为 极 大 ,是 指 对 任意 的 线性 子 空 间 Mi, 如 果 M 生 Mi， 
则 有 Mi= 

设 巡 是 线性 空间 ,M 是 .多 的 真 线性 子 空 间 , 那 么 M 是 
极 大 的 充分 必要 条 件 是 

VzESrAMM， 有 孚 一 人 

定义 10 设 M 为 极 大 线性 子 空间 ,zoE 朋 , 志 - 竹 志 水 M 称 为 极 
大 线性 流 形 或 超 平面 (特别 当 zo€ M 时 , 超 平面 就 是 极 大 线性 子 空 
间 ). 

注 、 超 平面 是 平面 上 一 般 直 线 概念 的 推广 .平面 上 的 直线 2 可 以 
通过 线性 函数 表示 : 

l= {z= (€,7)|aét 67 = ce}. 

超 平面 工 也 可 以 通过 线性 泛 函 来 刻画 

命题 11 设 2 是 线性 空间 ， 让 是 入 上 的 非 零 线性 汉 丁 ， 那么 
RC 有 有) 二 民 , 即 YrE 了 , 必 存 在 zoE.2 ,使 得 jzo) 一 盖 

定理 12( 超 平面 与 线性 泛 函 等 值 面 的 关系 ) 为 了 世 是 线性 空间 
多 "上 的 一 个 超 平面 ,必须 且 仅 须 存 在 非 零 线 性 泛 函 f 及 rE 民 ,使 得 
区 二 五 7 其 中 


= 
注 如 果 工 闭 , 从 而 右 ) 闭 ,那么 还 是 连续 的 ,本 定理 可 改 述 为 : 
为 了 工 是 B* 空间.2% 上 的 一 个 闭 超 平面 ,必须 且 仅 须 存在 非 零 线 性 连 
续 泛 函 f 及 rE€ 民 ,使 得 L=HY. 
定义 13 ”所 谓 超 平面 工 一 五 7 分 离 集合 与 了 ,是 指 : 
Vv rEE>7(WAr (2 7), 
VrEF=>f(z) 宇 +r \( 或 所 7)， 
如 果 在 上 面 两 个 式 子 中 ,分 别 用 二 与 之 代替 过 与 , 那 么 就 说 五 7 严格 
分 离 集合 五 与 一 . 
定理 14(Hahn-Banach 定理 的 几何 形式 ) ( 凸 集 与 单 点 分 离 定 理 ) 
设 瓦 是 实 巨 * 空 间 .2 上 以 8 为 内 点 的 真 凸 子 集 , 又 设 zo 代 瑟 , 则 必 存 
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在 一 个 超 平面 ;分离 zo 与 巨 , 即 jfE .多 * ,使 得 
(2) EWI(Y EE 
注 1 因为 只 要 通过 适当 平移 ,总 可 以 将 任 一 点 变 为 9 点 ,所 以 本 
定理 对 含有 任意 内 点 的 真是 子 集 仍 成 立 ,但 对 于 无 穷 维 空间 .2% ,E 有 
内 点 这 一 条 是 不 能 省 略 的 . 
注 2 定理 中 存在 的 超 平面 工 = 瓦 7 还 是 闭 的 .事实 上 ,从 
[f(x)| max{(p(z),p(— 7x)} (VE CI) 
可 见 2(z) 连 续 列 含 f(z) 在 9 点 连续 ,又 因为 f(x) 是 线性 的 ;所 以 
f(z) 在 整个 孕 ” 上 连续 . 
定理 15 设 .2 是 如 空间 ,已 与 已: 是 .2 上 的 两 个 互 不 相交 的 
非 空 凸 集 , 有 有 内 点 , 则 存在 闭 超 平面 五 7 分 离 Ei 与 ,也 就 是 说 ， 
3yJfeE 字 ” ,使 得 
了 CCVY ZE EV' (GY SY rE By). 


注 条 件 Ej 由 Es 二 可 以 减弱 为 E 丫 Es=2. 
推论 16(Ascoli 定理 ) 设 .2 是 实 B* 空间,EC.R 是 闭 凸 集 ， 
XoKE, 则 ffE.%* 及 a&€ 区 ,使 得 
af nm CEE 
推论 17(Mazur 定理 ) 设 .257 是 实 B'* 空间 ,EC.2% 是 有 内 点 的 


闭 凸 集 ,RC.%7 是 一 个 线性 流 形 , 又 设 门 F 一 节 , 那 么 存在 一 个 包含 
的 闭 超 平 面 工 , 使 得 在 工 的 一 侧 . 也 就 是 说 , FeE.2m* 及 sE 区 ,使 
得 
(x) 所 535，- .六 三 太 ， 
f(z)=s, x ER 
下 面 我 们 来 推广 平面 上 直线 和 圆 的 相 切 概念 . 
定义 18 ” 超 平面 == 玉 7 称 为 是 凸 集 已 在 点 xz,E 3E 的 承 托 超 平 
面 ,是 指 忆 在 工 的 一 侧 ,上 且 与 有 公共 点 xo, 换 句 话 说 
jz) 委 -一 zol) (rEE) 或 f(r) r= fr) (rEE 
定理 19 设 E 是 实 B* 空 间 .多 中 舍 有 内 点 的 闭 西 集 ,那么 通过 
的 每 个 边界 点 都 可 以 做 出 一 个 忆 的 承 托 超 平面 . 
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应 用 
定理 20 设 抽象 函数 f: (za ,0 一 多 在 (a,5) 内 可 微 , 则 对 Vii,t。 
E (a,6b),3 uf (0,1) 使 得 
| 一 V2 过 |f' Cat; -ENG a)z) | | 


典型 例题 精 解 


例 1 设 p 是 实 线 性 空间 .多 上 的 次 线性 泛 函 ,求证 : 
(1) p(0)=0; 
(2) p(—w)2 pe) 
(3) 任意 给 定 zuE.2 ,在 .2 上 必 有 实 线性 泛 函 f ,满足 

(zo) 三 二 ( 二 以 爱 玉 页 G 有 2 
证 (1) 在 齐 次 性 中 , 取 z 一 9,) 一 2, 则 有 

p(20) = 2p(0)=>=p(0) = 2p(0)==p(0) = 0. 
(2) 根据 p 的 次 可 加 性 ,有 
0= (0)'= p(x 7 p(T) + pm— 72), 
即 知 p( 一 z) 宇 一 p(z). 

(3) 令 .2={azo)(CoE 下) 对 Co 


fo(z) = fa 一 = = 


a 》 


fox0) folaxo) = ap(zo) plzo). 
VzxE 史 ,是 否 有 fo(z) 志 p(x)? 即 对 YaE 妇 , 是 否 有 
folazo) < plaro)? 
当 a 宇 0 时 ,显然 结论 是 正确 的 ; 
当 a<0 时 ,fo(azo)=afolzo)=ap(zro). 
根据 条 件 (2) ,有 
plaxo) foCazd) 
| | 
p(— lalzo)— plla|zo)= ap (zo) 
从 此 形 等 式 - 不 等 式 串 的 两 端 即 知 , 对 VYxE 名 o, 有 f(x) 寺 p (zx). 
于 是 根据 实 Hahn-Banach 定理 , 即 得 结论 . 
119 


例 2 设 .2T 是 如 "空间 2- 的 闭 子 空间 ,求证 : YXE 名， 

p22 0) = sup{|f Tf ER NFER 二 可 ， 
其 中 pz R= i |z—yl. 

证 一 方面 ,由 第 二 章 $1 例 11, 有 

If(z)| = 大吉 瑟 人 护 冯 0(z 2 

由 此 推出 

sup( [C2 | | € X* ,N= 1 76%0) = 0 pr R00); 

另 一 方面 ,等 式 

sup {t AC) NE, Bs) = Lf (80) 三 0) AS) 
对 zE2 显然 成 立 .对 xz 区 多, 由 定理 6, 存 在 JE.27 7 ,使 得 

f=1 f(D 0 fmm (rr), 

联合 以 上 两 个 方面 ,得 证 : 

sup{|f (| ye 中 = 1 ,A200 Ss vn 

例 3 设 ' 盈 是 线性 赋 范 空间 .给 定 多 中 的 x 个 线性 无 关 元 zi， 
Xz 与 开 中 半 个 数 cci…c 以 及 M>0, 求 证 : 为 了 存在 Ee 
2 * ,满足 flM,f(zj)==c; (j= 二 1,2,…,n); 必须 且 仅 须 对 Via， 
az oo 和 区 ,有 


| Ba, <M| 六 oz 2 
证 必要 性 事实 上 , 若 满足 所 说 条 件 的 Je .2 存在 , 则 


| Sa = Sy | 二 | 吉 光 | | 
k=1 k=1 k=1 


< Baals nS 
k=1 k=1 


b= span{z,sn 2 1}. 


Vx 二 >)JouziE 巨 ,定义 PCz) 一 >)acb 特 别 有 fo(zxs)==ci, 并 由 充分 
k=1 k=1 
性 假设 ,得 
[fo |=| Bac |<M zl—= lf <M, vreE. 
k=1 


120 


再 根据 Hahn-Banach 定理 , FE.27 ,使 得 
f(r) 过 o(C27 VEE, 
lfl= 1fl,<Mm. 
例 4 设 zi,zs，… ,zs 是 线性 赋 范 空间 .2 中 线性 无 关 元 ,求证 
,fz2，,… ,fn€' 久 NR“, 使 得 
fizi)) 一 0 (17 = 1,25°,n)., 
证 记 Mi 一 Sa {zi} ,di 一 0CziyMi) , 则 友之 0 由 定理 6 ,对 Mi;, 因 
zi 
为 d; 二 0, 所 以 3 fi€ .2 ,使 得 
(1) Fl=1; (2) fi(M)=0; (3) fi(z)=di. 


再 令 :一 看, 便 得 
fi(x;) = 0， 洲 a 2 
f(s 7 二 1i， 
例 5 设 .2 是 实 太 空间 ,2TmoC.2 是 实 c 空间 , 即 
2 一 ( 工 一 {zn} |z» € R ,suplzs| < %0), 
2 (过 < 人 hacs ES R! ,3 limzx,)}. 
求证 ; 在 % 上 存在 线性 泛 函 了, 使 得 
(1) limz < f(x)Slimz,, Yr= {7 €E 2 ; 


(2) 着 z={zr) E20, 则 f(z)=limz. 
证 令 p (zx) 一 limz,, 则 p(z) 在 整个 空间 名 上 有 定义 ,并 且 
p(xz) 是 名 上 的 次 可 加 正 齐 性 函数 .事实 上 ,对 Y 14 宇 0， 
pAzr) Ap(z) 


| | 


limAz, = limz, 


Nn—”o0 noo 


即 fi(z;) = Oj (137 = 1,2,°.… ,7). 


又 对 VzyyE2， 
pry) P(X) p(y) 


lim (z; 十 y) <lim Cx,) + lim (y,) 


现在 考虑 子 空间 多 %。 和 2。 上 的 线性 泛 函 
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A limz,, Vr= (mER 
在 多 。 上 ,因为 p(z)=limz, 一 limz,, 所 以 
folz) Spr) VY z= {rER 
根据 实 Hahn-Banach 定理 ,在 2 上 存在 线性 泛 函 f 满足 : 
(EE pL)s Ve 
f(z) = jz) = limz, VIE Ro. 


一 方面 ,由 f(x) 二 p(x),YVxE 恼 , 即 f(r)<limz,; 


另 一 方面 ,由 f( 一 x) 三 p( 一 x); 即 {(—w)lim (—») y 
fw) limz, 


n—>oo 


f(— x) lim(— x,) 


从 此 U 形 等 式 -不 等 式 串 的 两 端 即 知 fz) 之 limz, 

联合 以 上 两 个 方面 ,就 有 limz,</f (zr) <limz,. 

例 6 设 多 是 复线 性 空间 ,EC 是 非 空 均衡 集 ,f 是 .% 上 的 
线性 泛 函 ,求证 : |f (xz) |<supRef(y) ,VIEL. 

证 VzxEE, 因 为 f(x) 二 |f(z)|e", 所 以 


[f(z)| = f(r) = FE x 全 思 
注意 到 4) 式 的 左 端 |f(zx)| 宇 0; 即 知 (1) 式 的 右 端 fl(e “zx) 宇 0, 故 有 
fle zx) = Ref(e™x) 去 supRef (ez). (2) 
最 后 由 EF 的 均衡 性 , 即 有 xzE>e “zxEE, 故 有 
supRef (ez) 二 supRef (z). (3) 


联合 (1),(2),(3) 即 知 |f(z) |<supRef Cy). 
例 7 设 .2 是 线性 空间 ,求证 : 为 了 M 是 :2 的 极 大 线性 子 空 
间 ,必须 上 且 仅 须 dim (2T/AMD) 王 1. 
分 析 由 命题 9 知 ,M 是 极 大 线性 子 空间 的 充分 必要 条 件 是 : M 
是 线性 真子 空间 ,并且 
VzxoER\M， 有 22 = {iER}OM: 
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证 必要 性 事实 上 ,如 果 M 是 线性 真子 空间 ,并 且 VzoE 2 
M, 有 :2 一 (AMzolME 民 }@DM, 那 么 
让 [全 有 We VeaeElz) dEM,, ACR, 
使 得 z 王 MAzo 十 zl, 由 此 可 见 ， 
[Lz] ALzo] 
| | 
[LAz。 十 x1] 二 4[zxoj] 十 [zj 
从 此 形 等 式 串 的 两 端 即 知 ,dim (2 MD 一 1. 
充分 性 “如 果 dim(2[NDI=1, 那 么 ,VzoESrNM[zE2T1M， 
34€ 疏 ,使 得 [xj 二 2Lxoj. 由 此 推出 
Lz 一 AMzo]= [0=>=z — AroEM, 
即 知 zE {4zo14E€ 慌 ) 中 M, 从 而 
2 CC (zolnAE Rl}OM. 
反 过 来 ,因为 2 是 线性 空间 ,所 以 
{ArolAE RI YOMC ZH. 
联合 以 上 两 个 方面 , 即 得 
2 = {NrolAE RI}OM. 


例 8 设 C 是 实 B* 空间. 多 中 的 一 个 凸 集 (图 2.8) ,并 设 :zoEC， 
X1€E9C,Zzs 二 m (zi 一 Xo0) 十 Xolm 之 1). 求证: zs 多 C. 


Xs 


图 2.8 


证 ”用 反 证 法 . 假定 过 EC, 记 ) 一 十 , 则 六 一 hzs 十 (1 一 Dzo. 只 要 


能 找到 一 个 &>0, 使 得 B(xi,d)CC, 便 与 x,:€9C 的 假设 矛盾 .事实 
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上 ,因为 mmEC, 所 以 习 9>0, 使 得 B(zo,6)CC. 这 样 , VyEB(Czo,6)， 
都 有 > 一 Mz 十 (1 一 iD)yEC. 联 立 

RD 0 

z= Azrs 二 (1 — Ny 
由 此 推出 

lz 一 zl= 王 (一 ly 一 zl 天 (1 一 4)0. (1) 

于 是 ,只 要 取 4== (1 一 4)6 之 0, 即 可 使 得 B(xzi,4d)CC. 事 实 上 , 当 
|z 一 zi 过 4 时 ,由 不 等 式 (1)， 


y= EB(r0d) EEC, 


从 而 
= 1 Ay 0) 
= Azs 二 (1 — Vzrot (lo AVCy— zo) 
=Ars+ (1 AyEC, 
即 BC(z1i,4)CC. 这 与 x,€9C 的 条 件 矛 盾 .证 毕 . 
例 9 设 久 =7?,EC%， 
仅 有 有 穷 多 个 6 不 为 0 
最 后 不 为 0 的 坐标 之 0)° 
求证 : E 是 凸 集 ;96&KE, 但 是 10} 与 是 不 可 分 离 的 . 
证 万 是 凸 集 是 显然 ,9EE 也 是 显然 ,只 证 (0) 与 志 是 不 可 分 离 


(ee (6 


的 . 
用 反 证 法 . 假如 {b} 与 五 是 可 分 离 的 ,那么 37E 2 ,了 隆 0, 使 得 
fl) EO0N\V rE E) 


记 We mo 


Nene EE (Vn€ NN,A€ R), 
故 有 
Afles) + fler) SO (Vn€ N,A€ R). (1) 
在 (1) 式 中 , 取 4=0 推出 
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fle) SO (YEN). (2) 
在 (1) 式 中 , 取 4 二 0, 并 两 边 除 以 4, 推 出 
fle) + if(en) 0 (YneN). 
Fe) 三 0 (Vn€EN. (3) 
联 立 (2),(3) 两 式 , 即 有 
fle) OYVnEN) 
fle) 宇 0 (VnE€E N) 
因为 {e,} 是 22 的 一 组 标准 正 交 基 ,所 以 
fle) = 0(YVn€E N==f(z)=0(YV x € 71)=——/= 0. 
这 与 了 f 关 9 蔬 上 盾 . 
例 10 设 : 有 是 实 忆 "空间 ,五 与 巨 : 是 .2 上 的 两 个 互 不 相交 的 
非 空 凸 集 , 且 Ei 是 开 集 , 则 存在 f€ .2 ,使 得 
Pade inf f(z) (VY x EE). 
证 由 定理 15, 存 在 FE .2 ,使 得 
supf (z) 过 inf f(z). 
由 此 可 见 ,inf f(z) 是 了 f(z) 在 Ei 内 的 值 的 上 确 界 ,如 果 这 个 上 确 界 被 
f(z) 取 到 的 话 , 便 是 f(z) 在 Ei 内 的 最 大 值 .但 是 由 假设 是 开 的 , 故 
了 f(z) 不 可 能 在 Ei 内 取 到 最 大 值 ( 参 看 第 二 章 $1 例 5), 所 以 
F(R ipf f (>) (Vz € Ei). 
例 11 设 E,F 是 B* 空 间 . 久 中 的 两 个 互 不 相交 的 非 空 是 集 , 并 
且 互 是 开 的 和 均衡 的 .求证 : 存在 AeE 2 ,使 得 
全 区 二 inf f(y) (Vz EE). 
证 将 .到 看 做 实 .2, 由 例 10, 了 jg(Cz)E.2 ,使 得 
alr) < infg(y); VEE. 
令 f(r) 二 g(xz) 一 ig (izx)E.2% .注意 到 Fe “zx) 是 实 值 的 , 则 对 VxE 
五 ,有 


=—>/f(e,)=0 (YnE€N). 
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I|f(z)| infg(y)= inff(y) 
EF yEF 
| V 
e “f(x) ,supg(z) 
EE 
| Vv 
fle “zr)=g(e “x) 
例 12 设 久 是 B* 空 间 ,EC.% 是 非 空 的 均衡 闭 凸 集 ,VzoE 2- 
\E. 求 证 : 3fE€. 人 3B 及 wo>>0, 使 得 
[Cz a WW YE EX 
证 由 Ascoli 定理 (推论 16) ,存在 实 线性 连续 泛 函 gGCz) 及 8>0 
使 得 
g(r) ZB ero), 
由 此 推 得 
supg (7) Pg(ro). (1) 
令 f(x) 二 g(z) 十 ig( 一 iz), 则 由 
[f(z)| gle xz) 
| | 
e “ftz)=f(e “2) 
即 知 | f(x)|==g(e“*zx), 再 由 不 等 式 (1), 便 得 
sup|f(z)| 一 supg (7) DE A 
取 VaE (sup [f(z)|, 1f(zo)|) 放 0; 则 有 
|f Cz) < sup|f (7)| < | 
例 13 设 M 是 下 空间: 盈 中 的 闭 凸 集 ( 图 2.9), 求 证 : VzE2AN 
MM, 必 NER" ;满足 | 有 i 二 1 ,并且 
sup7 (2) Qf) dy 
其 中 4 (x)==inf zx 一 zl|. 
zEM 
证 因为 
BCz,d) 是 有 内 点 的 凸 集 ， 
MM 是 闭 凸 集 ， 
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根据 定理 15 ,存在 fE.2m ,a€ 疏 : ,使 得 
f(y)a<fz) (VY yEM,zEB(r,d)), 
其 中 4d(z)==p(zx,M). 由 此 ,有 如 下 UV 形 等 式 -不 等 式 串 : 
supf (y) f(r) — dlz) Nf 
yEM 
八 | 
inf f(z) f(z)— d(xzx) sup f(y) 
z€EB(r,d) yEB(0,1) 


inf” f(z dy ‘int [fOr —= .df(y)] 
) yE BO,1) 


JyEB(O,1 


从 此 U 形 等 式 -不 等 式 串 的 两 端 , 取 及 二, 即 知 
supn (mr 
例 14 设 M 是 实 了 :空间 :27 内 的 闭 凸 集 , 求 证 : 
inf lz 一 zl = sup {f(zx) 一 supf (2)) (VY XE€ER). 


作 作 3 
分 析 题 意 的 几何 解释 : 看 一 个 特例 , 设 M 为 R* 中 的 闭 凸 集 ， 
Zz 二 (§,7)€ 民 , 为 确定 起 见 , 不 妨 假 定 f(x) 二 0. 那么 ,实数 值 f(x) 一 
sup/(z) 便 是 由 点 x 到 平行 于 直线 HI 的 M 的 支撑 直线 五 7?(> 是 某 个 
实 常数 ) 的 距离 coCz, 瓦 7?)( 见 图 2.10). 由 此 可 见 , 本 题 的 结果 说 明 : 当 
JE2T ,f==1, 使 得 点 z 在 M 的 支撑 直线 HX 上 的 投影 %, 恰 好 是 
M 中 对 点 z 的 最 佳 双 近 元 时 ,这 个 距离 p(x,H?) 达 到 最 大 . 
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图 2.10 


正己 d(z)=inf 上 zx 一 zl. 如 果 zEM, 要 证 不 等 式 成 为 等 式 , 显 
然 成 立 . 
如 果 VzE.2TNWV ,根据 距离 的 定义 ,Ve>0, 了 zcEM, 使 得 


| 区 区 人 化 宙 有 六 人 
又 
i 人 supf (2)) pb, Eo lz 一 zll} 
狂人， 等 全 
八 V 


sup { {f(z) Nz)} = sup {f(z — ze)} 
2 Rr* 


由 此 U 形 等 式 -不 等 式 串 的 两 端 与 不 等 式 (1) 联 合 , 即 知 
uk (Fx supf (z) 有 {flix zl dr)+e. 
华 兹 1 伯伯 
根据 e>0 任意 性 ,有 sup， (f(x) —supf (2)} sdCz)， 
7E 
If 1 
另 一 方面 ,根据 例 13, 必 习 fo€ 2 * ,满足 | 有 ==1 ,使 得 
(EY RR A = supfolz) : 
所 以 d4 (x)= 了 (f(z) —supf (2)}, 并 且 右 端 上 确 界 在 fo 达到. 


六 i 1 
例 15 设 多 为 实 B* 空 间 ,E 和 下 是 互 不 相交 的 西子 集 ,求证 ， 
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(1) 车 p(E,F) 之 0, 则 存在 非 零 feE .2 ,使 得 
supf (z) < inff (2); 
(2) 若 鳌 ,下 还 是 紧 集 , 则 存在 非 零 f€ .2 ,使 得 
supf (7) < inff (2). 
证 (1) 取 7= 方 P(E,F), 记 
E=E B07) = (EyNSY ZEE,yEB(0,7). 
容易 验证 Ei 是 凸 集 、 开 集 , 并 且 Ei 与 F 不 相交 ,ECEi. 由 定理 15, 存 
在 非 零 f€ .2 ,使 得 
op ts 委 inff (7). 


现在 为 了 证 明 结论 ,只 需 证 明 对 上 述 上 有 
supf (Z) 之 supf(z). 


事实 上 , 任 取 zo, 使 得 fxzo) 过 0, 记 yo 一 I | Te +1 则 
lo < rr, fly0) > 0. 
对 此 yo, 因 为 z 十 yo,EE1(VzXEE), 所 以 
fx yo) Ssupf (x)=>supf (z+ yo) < supf (zx). 
z€EE] zEE z€EE 
于 是 
A ee 
V 和 
supf (x 十 yo) 一 supf (7) 十 f(yo) 
从 此 TU 形 等 式 -不 等 式 串 的 两 端 即 知 
SpE) > supf (7). 
(2) 根据 第 一 章 33 例 4, 必 存在 zxEE,yEF, 使 得 p(E,F)= 
Plzx,y). 因 为 EE 和 下 是 互 不 相交 的 ,所 以 
PEF) SD. 
用 第 (1) 小 题 结果 , 即 得 证 . 
例 16 设 .2 是 Banach 空间 ,给 定 泛 函 f: 名 一 民 ,f 的 上 方 图 
定义 为 
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epi(f) = ((z37) EFT RN ED, 
求证 : 了 是 凸 泛 函 的 充分 必要 条 件 是 epi() 是 凸 集 ( 见 图 2. 11). 


1 


图 2.11 


证 必要 性 ”假定 了 是 凸 泛 函 , 我 们 考虑 epi( 了 ) 中 的 任意 两 点 : 
Eepi( CHRX RR, 
(y,7) E epi (ER X R. 
为 了 证 明 必要 性 ,只 要 证 明 
a(z,é) 十 (1 一 ao)( IT) €E epi(f), VY a€E[o,1]. 
事实 上 ， 
ee E epi(f)=> f(x) 去 后， 
(y,7) E epi(f)==f(y) 7. 
又 因为 f 是 凸 泛 函 , 对 YaE[0,1], 所 以 有 
flart (1 oo)y) af do ofy) Satt (0 — oy. 
此 不 等 式 串 的 两 端 蕴含 
(oz (1 — a)y,at + (1 — 0)7) € epi(f). K15 
再 注意 到 乘积 空间 的 加 法 和 数 乘 运算 法 则 ,有 
(oz 十 (1 一 a)yae 十 (1 一 a)7) 一 wz) 十 (1 一 a(Cy,7).(2) 
联合 (1),(2) 两 式 即 得 
cz) 十 (1 (yD €E epi(f). 
充分 性 ” 设 epi(C 门 是 凸 集 .要 证 明了 是 凸 泛 函 , 即 证 明 : 对 Vzyy 
E 有 ,有 
flazt (oo)y) Saf)+ ofy),  VYaE[o; 二 
事实 上 ,根据 epi( 亡 的 凸 性 ,对 VY (zx,E),(y,7)Eepi(f), 有 
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azE) 十 (1 一 ao)(y,7) Eepi( 门 ，YaE[Lo,11]. 
上 式 特 别 对 (z,jz))EepiCPCy FEepiCP 也 成 立 , 即 有 
a(zs f(r) + (1 oCy, f(y) Eepi(CD，VYxE[L0 河 下 
再 注意 到 乘积 空间 的 加 法 和 数 乘 运算 法 则 , 即 有 
(oz 十 (1 一 aly,af(z) + (1 — a)f(y)) €E epi(f), Via€ELo0,1l]. 
由 此 可 见 ， 
faz SG 一 ao Caf(z).R fAD, WaElLY 车 


§ 5 共 生 空间 。 弱 收敛， 自 反 空间 


基本 内 容 
共 轿 空间 与 自然 映射 


定义 1 设 久 是 B* 空 间 , 绝 上 所 有 连续 线性 沁 函 全 体 , 按 范 数 
Al 三 en | FCW 

构成 一 个 B 空间 ， 称 为 2 的 共 亏 空间 , 记 为 2 

定义 2 设 B* 空 间 . 久 的 共 罗 f 空 间 为 有 ”( 它 是 一 个 如 空间 ) , 考 
虑 多 “的 共 思 f 空 间 , 称 为 又 -的 第 二 共 斩 空 间 , 记 做 .2 -和 

注 ”对 YrzE€E 统 ,可 以 定义 X(f)==《f,x)(VAE%*), 其 中 
《jz 表示 Banach 空间 的 泛 函 fE 久 “在 xz 点 的 值 . 不 难 验 证 : X 还 
是 多 "上 的 一 个 线性 泛 函 ,满足 : |X(7) | 过 上 fzxl, 从 而 关 还 是 连续 
的 ,满足 

1Xl < zl. 

称 映 射 了 : z H>X 为 自然 映射 ,上 式 表明 了 是 2 到 :2 全 的 连续 符 
入 .T 还 是 一 个 线性 同 构 , 且 了 是 等 距 的 ( 即 | zl 一 | XI 2… ). 

定理 3 B' 空 间 有 与 它 的 第 二 共 轿 空间 多 “的 一 个 子 空间 等 
距 同 构 . 

定义 4 如 果 避 到. 购 ** 的 自然 映射 工 是 满 射 的 , 则 称 .2 是 自 
反 的 , 记 做 有 -一 3 

定义 5 设 多 ,2 是 B* 空 间 ; 算 子 TEL(% ,2). 算 子 T* .2 * 
一 2” 称 为 是 T 的 共 斩 算 子 是 指 : 
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fT w= (TIN) (YN SEY" VEER ). 

注 VYTEg(C2 ,多 ),T 是 唯一 存在 的 , 且 T E(B 5 22 )， 

定理 6 映射 x*:TH>T* 是 乡 ( 名 ,2B) 到 如 (BW 2) 内 的 等 
距 同 构 . 

定理 7 设 久 ,2 是 B'* 空 间 ,TE 放 (2% 多) 那么 也 GE 
(RR**,2W*'*') 是 T 在 人 %"* 上 的 延 拓 ,并 满足 |T**||=|7l. 

定义 8 设 .2 是 一 个 如 "空间 ,(z)C2TtE22T 称 (2) 弱 收敛 
到 z, 记 做 xz, 一 zx, 是 指 ; 对 YE 2 都 有 limf (x,)=f (7) ,7 称 做 点 
列 {z*} 的 弱 极 限 . 

定理 9 弱 极 限 若 存在 必 唯 一 ; 强 极限 者 存在 必 是 弱 极 限 ， 

定义 10 设 久 是 B'* 空 间 ,{ 记 }C%"',fE FR ', 称 {J} * 能 收 
敛 到 f, 记 做 w"-lim 有 二 了 ,是 指 

limf,(z) =f(x) (VYx ER). 

这 时 f 称 做 泛 函 序列 {f,} 的 * 弱 极 限 . (2 上 的 * 弱 收 敛 是 站 在 多 * 
空间 上 看 元 素 的 弱 收 敛 ) 

我 们 已 经 指出 过 : 有 可 以 连续 地 嵌入 多"* ,或 者 说 名 CCR". 
因此 .2 上 的 弱 收 敛 蔓 含 如 "上 的 x 弱 收敛 ,而 且 当 多 是 一 个 自 反 
空间 时 , * 弱 收 和 敛 与 弱 收 敛 等 价 . 下 表 描 述 了 这 几 种 收敛 的 关系 ; 


。 。.。| 弱 收 敛 一 往 右 找 “ 伴 ” 


既 可 往 左 找 “ 伴 ”, 又 可 往 右 找 “ 伴 ” 


.2 上 的 弱 收 和 敛 是 站 在 .2 空间 上 看 元 素 列 { 广 } 的 弱 收 敛 , 即 
6 fo 
2 上 的 * 弱 收敛 是 站 在 .2 * 空 间 上 看 元 素 列 {f; ) 的 弱 收 敛 , 即 
( 广 ,z)CVzE2D) 收 和 敛 . 因为 
Che 

所 以 2 上 的 弱 收敛 昔 含 2 上 的 * 弱 收 敛 . 

定理 11 设 .27 是 下 空间 ,{z)C20E2T, 则 为 了 轧 僵 z 必 
须 且 只 须 
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(1) {jz} 有 界 ; 
(2) 存在 .20 的 一 个 稠密 子 集 M'* ,使 得 YfEM" ,有 
limf (zx,) = f(z). 
定理 12 设 多 是 B 空间 ,{/,}C%',fE 名 "; 则 为 了 w* 
limf, 二 了, 必须 且 仅 须 
(1) 人 lf 有 界 ; 
(2) 存在 ”的 一 个 稠密 子 集 邮 , 使 得 VYzEM, 有 
lim yj。 (wy) = f(r 
命题 13 ”如果 dim.2T< 一 ce ,那么 弱 收 敛 与 强 收敛 是 等 价 的 . 也 就 
是 说 ， 
yr elie A a He 
定义 14 设 名 ,多 均 是 B' 空间 ,又 设 Ti(n 一 1,2,'…),TE 
CR DY, 
(1) 车 17T, 一 TI 一 0(YzxE€E 纹 ), 则 称 7; 一 臻 收敛 于 了 T, 记 做 7， 
二 7 了. 这 时 了 称 做 (7T) 的 一 致 极限 . 
(2) 若 | 上 (7 一 TD)zl->0CVzE 多 , 则 称 T, 强 收敛 于 了 , 记 做 了 -> 
7. 这 时 了 称 做 {7T,} 的 强 极限 
(3) 如 果 对 于 VzE.2 以 及 VE2 ,都 有 limf Toz) 一 /CTz)， 
那么 称 7, 弱 收 敛 于 了 , 记 做 T, 一 并 . 这 时 工 称 做 (7.) 的 弱 极 限 . 
显然 ,一 致 收敛 一 强 收敛 一 弱 收 敛 ,而 且 每 种 极限 存在 必 唯 一 . 
但 是 反 过 来 都 不 对 . 


弱 列 紧 性 与 弱 x 列 紧 性 

定义 15 设 4 是 线性 赋 范 空间 多? 的 子 集 , 称 4 是 弱 列 紧 的 ,是 
指 4 中 任意 点 列 有 一 个 弱 收 敛 子 列 . 车 BC.27 , 称 妃 是 弱 * 列 紧 的 ， 
是 指 B 中 任意 点 列 有 一 个 x 弱 收 银子 列 ， 

定理 16 若 盈 -是 可 分 线性 赋 范 空间 , 则 2 中 任意 有 界 集 是 * 
弱 列 紧 的 ， 

定理 17 设 多 是 线性 赋 范 空间 ,车 2 是 可 分 的 , 则 .多 自身 也 
是 可 分 的 . 
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推论 18 设 .2 是 自 反 可 分 Banach 空间 , 则 .多 的 有 界 集 是 弱 列 

定理 19(Pettis 定理 ) 设 .Tv 是 自 反 Banach 空间 .2 的 闭 子 空 
闻 , 则 有。 也 是 自 反 的 . 

定理 20(Eberlein-Smulian 定理 ) 自 反 空间 的 单位 ( 闭 ) 球 是 弱 
( 自 ) 列 紧 的 . 


典型 例题 精 解 


例 1 求证 : U4?)*=2 (<p 过 oo,1/p 十 1/g==1). 
分 析 ”本 例 分 两 部 分 证 明 . 第 一 部 分 ,对 YAE (7)* ,要 证 3 w= 
{m7} EW, 使 得 
(f,2) = 22 VEER) IE yl l. 
k=1 
(fx) = > MR ky 2EL) 
k=1 
构造 一 个 线性 泛 函 ,要 证 明 
fe cw", 且 要 于 似 ， 
证 第 一 部 分 ,对 VfAE (2)* , 令 


个 
一 一 人 


了 (0,，…， 0,1,0;0，…) € A 


YzxEL?, 可 以 表示 为 X= > zier. 由 f 的 连续 性 ,所 以 


f (EY = Jf ex. 
k=1 
令 N= er) , 则 有 


(fx) = Mae (Vx EL)， 


下 面 证 明 
?三 {WAI En 
事实 上 ,对 Vn€ N, 构 造 无 穷 维 向 量 x”, 其 坐标 为 
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0 [ee A 

- Qs RS ny 
其 中 9 二 arg (m4). 因为 对 于 每 一 个 固定 的 n,X" 的 坐标 只 有 有 限 项 不 
为 0, 故 有 zwEL 又 ,一 方面 ， 


(fr)= Df ezr® = DN ne 
=1 k=1 


ALA A 
k=1 k=1 
另 一 方面 ， 
, i 
fz SN Nz = FN( Bln) 
k=1 


-= Dep 3 PAO 
联合 以 上 两 方面 ,我 们 有 
Dm < Bn (Dn 由 < Al 


人 
第 二 部 分 ,对 于 V7E7 ,构造 一 个 线性 谤 函 JE (4?)* 如 下 : 


def 
(f ,x) = (NR) (Vw ED). 


根据 Halder 不 等 式 , 我 们 有 
ep pd ey 
县 | 
人 


Weal 
例 2 求证 : (2 ”一 广 . 
分 析 ”本 例 分 两 部 分 证 明 . 第 一 部 分 ,对 VFe (2) ,要 证 3% 一 
{%} EL”, 使 得 


CA Dna (VzEL, 8 rl Rl. 
第 二 部 分 ,对 V7 二 {7:} EL”, 用 
(f,7z) = Sl (Vz EL) 
k==1 
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构造 一 个 线性 泛 函 ,要 证 明 f€ (0)*, 且 |f 1<lyl. 
证 第 一 部 分 ,对 VfE (1)', 令 
i 
ex = (C00,150,05*") €E 人 


VzEA ,可 以 表示 为 Xx 二 > zuet, 由 f 的 连续 性 ,所 以 


Cry Ss Sf ep 
k=1 
令 刀 二 fles), 则 有 
(f ,x)= DNr: (VrELD. 
下 面 证 明 
7 a EL 
事实 上 ， 
in| = [feey | < lle 2 i ey 
这 就 证 明了 7= {mw}eE1™, 且 | 过 71. 
第 二 部 分 ,对 Y7== {7) EL”, 用 


oo 


def 
(fs 2 A NN EY 


k=1 


构造 一 个 线性 泛 函 ,下面 证 明 f€ (71)* .事实 上 ， 
| Da 和 2 | 7 | | | <supln| >， |z# | = yl | zz. 
2 A>1 EE 


这 就 证 明了 f€ 009)*, 且 fl<<llyll.. 
上 ?1 
一 一 一 > 一 
联合 第 一 、 二 两 部 分 ， 1F hol If1= 1yl.. 
例 3 设 C 是 收敛 数列 的 全 体 , 赋 以 范 数 


1 1: {&} € C p> sup|&l. 
k=1 


| ell = 


求证 i 09 “三 克 
分 析 本 例 分 两 部 分 证 明 . 第 一 部 分 ,对 VE (C)* ,要 证 jw/= 
{m4} EZ ,使 得 


人 二 Deze (V2 En). 且 ylla 去 fl. 
k=1 


136 


第 二 部 分 ,对 Y7={7}E2 ,用 
(f sx) = Dn (去 ECG) 


构造 一 个 线性 泛 函 ,要 证 明 JE (C0): , 且 上 fylla. 
证 第 一 部 分 ,对 VfE (C)'5 令 


二 志 才 
ex: 一 (0,，…，0,1,0,0,，…) € (Crs 


VzxEC, 可 以 表示 为 < 二 ne 由 f 的 连续 性 , 故 有 


天 (CE Ca 
i 
令 mn 二 (ex), 则 有 
CF ee > Tt (VZEC)， 
Fe 


下 面 证 明 w= {Nh%)} E71. 对 Yn€ N, 构 造 无 穷 维 向 量 zx”, 其 坐标 为 
Go e ,kAZn, 加 
人 0， 请 其 中 0: = arg (x). 
因为 对 于 每 一 个 固定 的 mn,zx” 的 坐标 只 有 有 限 项 不 为 0, 所 以 显然 


zx EC, 并 且 |z 省 =1. 又 ,一 方面 


A DA 
和 
| | 
ie 4 | le & e 一 这 
k=1 k=1 


另 一 方面 ,《f,z”) 志 |filz 溃 = 上 fl|. 故 有 之 [| 声 上 fi 咱 .这 就 证 明 
7 了 7={%) En, 有 8 lyla<lfl. 
第 二 部 分 ,对 V7= {7} EW ,用 
i a te 


构造 一 个 线性 泛 函 ,下 面 要 证 明 fE(C)*, 且 上 f1<lylla. 事实 上 ,对 
Y7= (mE, Y= {Xi ES 
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| 从 和 有 出 + | | | < sopjal 2 || = yl lzll. 
由 此 可 见 ,Fl 
联合 第 一 二 两 训 分 ,| es 了 一人 1 
Ifl<lyla i 
注 如 果 fE€(C)* ,3h,7;€E7; 使 得 
OM 
那么 《一 7,x)= 二 《0,x) 二 0, 则 由 
lf = lyli== ln 一 7 = 0=—=%n = 7 
例 4 设 Ce 是 以 0 为 极限 的 数列 全 体 , 赋 以 范 数 
| 1， {&} E Co Fsap| 名 | ， 


求证 :Cu 和 访 三 上庄 
分 析 本 例 分 两 部 分 证 明 . 第 一 部 分 ,对 YfE (Co) ,要 证 习 7r 一 
{mm} EU, 使 得 


(7,2) = ONzi (V2ECoWN ol a NA. 


k=1 


第 二 部 分 ,对 V7 二 (7) E21, 用 


(fy) = MN (Vw EC 
k=1 


构造 一 个 线性 泛 函 ,要 证 明 Je (CoO)* , 且 1 51 委 17l.. 
证 第 一 部 分 ,对 Ye (CoO)', 令 


必 
2 多 :: 公 


Eh = (Qs50 ,230,05"°) € [人 
YZzECos 可 以 表示 为 z= > zier, 由 了 的 连续 性 , 故 有 
k=1 

f2) = Df Ce) 
k=1 
令 N= 二 fl(ex), 则 有 
#3 Tt 


下 面 证 明 7 二 {7} EW ,对 YaE N, 构 造 无 穷 维 向 量 xz”, 其 坐标 为 
138 


A hk 过 
Xp 一 Bk 入 一 arg (7). 
0， kn， 


显然 ”ECo. 又 ,一 方面 
C= See See 
k=1 R=1 


到 [| 
另 一 方面 ， | 
cfsz°) 二 Trilzaol = 1 
故 有 
Sn<Il7 = ner, lola<lAl. 
第 二 部 分 ,对 V7 一 (n)E7 ,用 
(fy Pon (VRE Co 
构造 一 个 线性 泛 函 , 下 面 要 证 明 fe (cy , 且 1 < 
事实 上 ,对 Vy 二 {7} E71,VX= {zx} ECo， 
a < Dimilal < sp lal Dn = ala lal 


由 此 可 见 ,fl 
联合 第 一 二 两 部 分 ,| 一 | 一 ol 
11<Ial 
例 5 求证; 任何 有 限 维 线性 赋 范 空间 都 是 自 反 的 . 
证 设 (ji 是 维 线性 赋 范 空间 名” 中 的 个 线性 无 关 的 元 
素 ,根据 第 二 章 84 例 4, 户 , 户 ,…, 广 E ,使得 
《三 


从 而 对 V 之 二 Drier€E 2 
k=1 


(fis Dxlfisen 一 Ti (= 1,2,.,n). 
| 
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故 对 Vre2r*,VzE2r, 有 
《5 (Be 1s) 
| | 
Def = Den na) 
由 此 可 见 
f= Dot 
VX"ER"",NfED" ,我 人 有 


E> EE (f, kz ee) 
k=1 
因为 上 因为 
因为 
(z” "> fa em Cf ek" Ey 
k=1 k=1 
因此 ,者 
zr Sf)aeH, 
k=1 
则 有 


xs) = fr VS ER 

即 zx 一 zz, 其 中 z 是 .2 一 2 全 的 自然 映射 ,从 而 = 是 满 射 . 即 证 得 
2 是 自 反 的 . 

例 6 求证 : 如 空间 是 自 反 的 , 当 且 仅 当 它 的 共 罗 空 间 是 自 反 的 . 

证 必要 性 设 zo” ES2 要 证 zeE2 ,使 得 

人 (1) 
事实 上 ， 
LEN 


J* 
XER ee Er 
令 z= 二 J ze”, 下 证 zo 满足 (1) 式 .事实 上 ， 
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| TZ** = Jr | a 
(GA es 
| | 
Cy = C0 
充分 性 “首先 ,因为 .2 是 妃 空 间 , 所 以 JC2CS3 “是 肥 的 


闭 子 空间 . 

其 次 ,因为 2 * 自 反 , 将 .2 * 视 为 本 例 必 要 性 部 分 中 的 多, 即 知 
.22 入 自 反 , 所 以 7JC20) 一: 字 . 

最 后 ,根据 定理 19(Pettis 定理 ) ,2 一 J(C27) 自 反 。， 

例 7 设 久 是 B' 空 间 ,zsln 二 1,2,3,…) 是 .多 中 的 点 列 .如 果 
V fE%* ,数列 {f(zs)) 有 界 ,求证 : {zw) 在 名 内 有 界 . 

证 设 xzERCR**== 红 (名 *, 民 ), 则 有 

bal = lod Cr ys 

sup|lz,,f)| = sup|(f ,7»)| = sup|lf(z)| < (V fE€EH'). 
由 共鸣 定理 ,za 三 M, 即 得 zwxw =Vzila** 志 MM. 

例 8 设 纸 是 B* 空 间 ,T 是 从 名 到 多"* 的 自然 映射 ,求证 : 
R(T) 是 闭 的 充分 必要 条 件 是 名 完备 . 

证 充分 性 ”假设 多 完备 .因为 2 完备 ,所 以 要 证 R(T) 闭 ， 
只 要 证 R(T) 完 备 . 设 {y, 二 Tz,} 是 R(T) 中 的 基本 列 , 则 由 

lz — zll= [Tz — Tz —>0 (Ma 一 ce) 
一 > {zx} 是 用 中 的 基本 列 ， 
由 假设 .2 完备 ,存在 xz€ .多 ,使 得 x, 一 zx. 再 用 等 距 性 ,有 
[Tz, — Tzl = lz, 一 2 一 0 一 Tz 一 了 7 

必要 性 “因为 .2 很 完 备 ,RGT) 闭 意味 着 RCT) 完 备 . 设 {z)} 是 

.2 中 的 基本 列 ,利用 等 距 性 ,有 
ITz, 一 Tzaol = lz — za >0 (n,m— oo0). 

因为 R(T) 完备 ,所 以 3yE R(T), 即 3x€E 名, 使 得 y==Tzx 且 Tzv 一 
Tz. 再 用 等 距 性 ， 
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|z, 一 到 | 人 — Tz —> 0=>z, — Zz. 
例 9 在 2 中 定义 算 子 | 
a (2 Ts a LD | COP st RR 
求证 : TE (711), 并 求 工 *. 
证 由 于 7zl=|zxlT€E(01), 且 TH=1. 为 了 求 T'* ,根据 
例 2, ("==1” ,我 们 有 


y 
ERT>TrEL, 


8 后 ef EL™. 
下 面 考虑 
V 冯 三 (a es ds Tx 一 (On 
f=a= (Qa dQ) E (1 一]=， 
从 了 T* 定 义 出 发 ,对 TT* 的 定义 式 (f,Tz) 二 (TT*f,z) 进 行 “ 左 右 开 马 ” 
推导 ,得 到 如 下 U 形 等 式 串 : 
《了 和 i 


oo 


人 
i=} 


i=1 
| | 
a DT om 


比较 此 U 形 等 式 串 底下 一 行 的 两 端 ,可 见 
(人 0); = 4+1， 


= T* (alyaz A ED ) = (az 039°°° ,Qn 9 Ont1s "*° ). 


等 式 串 简化 为 
CH Ty A i Ae 


| | 
Se (Tr j= Dar iz 
i=l i=1 


名 :AR 


142 


此 1U 形 等 式 串 的 右 侧 , 正 是 我 们 要 求 的 结果 
(和 Zainz (V XELl,Y fEL™). 
例 10 在 中 定义 线性 算 子 : | 
了 : 人 Fx [a 9 
证 明 TES(7?), 并 求 T*. 
证 不 妨 只 考虑 实 L, 此 时 


Tz = [a ,EP (Yr= (Ti yy E 1)， 


2 Se 


lzrzl: = > <F = larzl al 
£=1 


即 证 得 TE (22). 下 面 考虑 
vy A 人 您 站， V 于 (Vis War Vans) | ge 2 


Ty = (| ee 
从 工 * 定 义 出 发 ,对 工 * 的 定义 式 (z,Ty)==(T*zx,y) 进 行 “ 左 右 开 弓 ” 推 
导 , 得 到 如 下 U 形 等 式 串 : 
(x79) (1, "hy 


| | 
Dr Dr hh YT 2 
k=1 k=1 

| | 


2 二 一 2 
比较 此 U 形 等 式 串 右 侧 的 后 一 个 等 式 上 下 两 端 , 即 知 


hs yD Pa 一 用 一 T = 


例 11 设 2 绽 是 Hilbert 空间 ,4E 史 (22) 并 满足 (4r,y) 一 

(zy4y)(CzyE2), 求 证 : 

(1) 4 一 4; 

(2) 若 RC4) 在 红 中 稠密 , 则 方程 Az 二 y 对 VyER(C4) 存 在 唯 
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一 解 . 
证 〈1) YyE22 ,根据 共 斩 算 子 4 "的 定义 有 
(Axyy) = (rsA"y) 
(4z,y) = (x,Ay) 
= (ZJ = (xz,Ay) .-(V AE) 
= dy A (VE) 


z=A”y—Ay 


A 3 Ay 
~—>A* = A. 
(2) 首先 证 : 者 RC(A) 在 2 中 稠密 , 则 RCA)+=={0). 
事实 上 ,对 VzER(C4)L, 一 方面 , 按 定义 有 
(zy) 一 0 (VyE€E R(A)); 
男 一 方面 ,因为 R(4) 在 2 中 稠密 ,所 以 对 上 述 zxERC4)LTC22 ,3 y， 
ER(A) ,使 得 wz 一 co) .综合 以 上 两 方面 ,我 们 有 
zl? = (zz) = lim (x,y,) SE lim0 一 '0== 过 一 .0. 

其 次 ,由 >ER(C4) 知 方程 kz 一 > 有 解 显然 , 故 只 证 解 唯一 . 如 果 

方程 Az 二 y 有 两 个 不 同 的 解 ,zz 那么 


4zi 一 了 
= 一 (4zz) 一 (42 (Vz € 5) 
7 = 
=>(ad) = (rsd) (VE oe) 
一 (21 9 Xi AZ) 二 :0 


=—>Zz1 一 Zr ER4)L= {0}=>Zz1 = zy. 

例 12 设 多 ,2 是 B* 空 间 ,AE 妈 (名 ,2), 又 设 A-! 存 在 且 
A-1E (2 ,FR). 求 证 : 

(1) G4" 存在 ,和 ADE ,3); 

(C2) CA EA 

证 图 2.12 与 图 2 13 当 别 给 出 A.AS A*,(AT1)* ,CA*)-! 
之 间 关 系 的 示意 图 . 先 证 4* 是 单 射 .事实 上 ,VfE€E2%*， 

A*f=0 f=0 


| | 
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全 ey 


Ba A* 一 -一 9 


| We 


4 
图 2.12 图 2.13 
注 依 条 件 ,4 满 射 一 VyE 儿 ,了 zE2 ,使 得 y 一 4z， 
再 证 4 "是 满 射 .YzE 2 ， 
CA" (及 “和 (fer 
| | 
(CA f Ax) = AT ABD 

比较 上 述 U 形 等 式 串 的 两 端 , 即 得 4" (4 1)*f 二 f, 再 注意 到 
(4-!)*fE2w*, 即 证 得 4* 是 满 射 . 

进一步 ,根据 第 一 步 结果 ,我 们 有 (C4*) 1! 存在 ,从 4 (4 )* f= 
,两 边 作 用 (4* )”!, 即 得 

(A If = (A) ffER')—(4') = (4A)". 

例 13 设 久 ,2 均 是 Banach 空间 ,4E 和 (2 多) ,BE 
(WW, 之) ,求证 (B44)*= 二 4A4*B*. 

证 首先 从 


Hg, 
Ee 
可 知 (BA)* 和 4*B* 都 是 将 之 “上 映 到 "的 映射 . 
要 证 (8B4)* = 二 A*B* ,就 是 要 证 
((BA)*h,z) = (A*B’h,z), YhERX",YVrTIER. (1) 
因为 
(Da=((BA)'h, x )=(h,BAr), YhEYX", VrER; 


em 
(1) 厂 一 (4 Bh,z )=(B’h,Azr)=(h,BAr),VhEZ',YrER, 


EN 


所 以 
(Dx#= (I) = (h,BAz), 大 
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即 (1) 式 成 立 , 也 就 是 (B4)* ==4*B* 得 证 . 
例 14 设 2 ,和 是 已 空间 ,全 是 .2 到 多 的 线性 算 子 ,又 设 对 
VsgEG ,gs(Tz) 是 .220 上 的 线性 有 界 泛 函 , 求 证 了 是 连续 的 . 
证 法 1 设 | 到 因为 对 VgESZ ,gsg(GTz) 是 .2 上 的 线性 有 
Vy 
界 泛 函 , 所 以 


g(Tzi) 一 SCTz) (co -及 “ g(TY,) 一 5Cy). 


n 


联 立 
区 (了 ~ g(TEYy no5 
0 n— co， 
由 极限 唯一 性 我 们 有 g(Tzx)==g(y) (Vg€2%*). 
再 根据 Hahn-Banach 定理 (第 二 章 $ 4 推论 5) , 推 得 Tz=y, 从 而 
7 闭 . 
又 因为 D(T)=. 久 ?是 全 空间 ,当然 闭 , 于 是 根据 闭 图 像 定理 ,T 连 
续 . 
证 法 2 设 J 是 从 允 到 2%** 的 自然 映射 .对 YrE 久 ,TrE2B, 邻 
Frz 二 J(Tx), 则 对 VgE2B* ,zxER ,有 
Fr,g) = (BI 3 
zz = |7zll. 
对 VzE:2 ,满足 |zl=1 ,注意 到 多 和 到 (2 了) ,2 "是 互 空间 . 考 
虑 算 子 族 {Frz} , 依 条 件 ,对 VgE 2 ,我 们 有 


‘Sup | Fr,g8)| ne |‘g»T7)] 去 0 


由 共鸣 定理 ,3 M>0, 使 得 sup ， [Exel < M, 手 是 


| zl 一 
上 三 Sup, ITzl = suB ， lz < M， 
即 T 有 界 , 从 而 连续 . 
例 15 设 4 为 定义 在 Banach 空间 .有 上 的 线性 算 子 ,已 是 共 斩 
空间 2 ”上 的 线性 算 子 ,如 果 
f(Az) = (BA(r), VrER,AERR™”, 
则 AES(R);BEL (FR '*). 
证 先 证 BES0C2 由 JE232T 一 BfeE.22 .对 于 向 量 Bf， 
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可 构造 
Far E .2 "*\: Fplx) =1(Bf) (2). 
由 条 件 
[ParCz)| 一 1 (BA Cz)| = .|f£(47)|e 1Azl, 
因此 VzE 2 ， sup, | FarCz) | 垢 4zl 过 oo. 由 共鸣 定理 ， SP， Fa#| 
二 ,于 是 
1Bl = sup, IBf1 = sup, | 有 sr 上 < ce， 
即 得 BE 弘 ( 人 %*). : 
再 证 AE 纺 ( 久 ). 注意 到 Banach 空间 .2 可 等 距 典 入 多 **,Vz 
ER 一 AxE 多 ,对 于 向 量 4z, 可 看 做 2 … 的 元 素 , 可 构造 
op = 二 f(Az), VE 
由 条 件 
[Fa | = |f(A47)| = 1(BN) (72)| 1Bflzl, 
因此 VfE.%*， sup, IFa(f) | 过 1Bfl| 过 oo. 由 共鸣 定理 ， sup, | 有 Razl 
过 c6, 于 是 
14l = Sup | 4zl = sup Ia < se， 
即 得 4ES(220). 
例 16 设 {zx}CCLa,b6],xECLa,65j 且 zz, 求证 : 
limz,(t) = z(t) 《YE [a;5j]) (点 点 收敛 ). 
证 对 ViE[a,6], 令 f(x)=z0), YrECLa,b]. 
首先 证 明 f.€ (C[a,65]) * .事实 上 ， 


[fz)| = | < max |x(2)| = lzl==|fl <1. 
其 次 ,zx limfi(zn) 二 f(z). 
最 后 , 按 定义 


Cs) = W(t fe) = w(t) (CV 1€ [a,b]), 
故 有 limz,(t) 二 z(t) (ViE [a,6]). 
例 17 求证 : 由 zx, 六 zo>limllz;l 宇 zoll. 
证 条 件 zx, 二 zo 也 就 是 对 VE 2 ,有 
lim Cf,z») = limf (x,) = fz):= (f ,x0). 


147 


设 了 是 从 2 到 盈 一 的 自然 映射 ,并 令 包 =Jzozo 一 yzo, 则 有 
[zl = 下 zs， lzll = lzoll, 
以 及 
(oj = fsx), Kosf) = (fx0), VfER'. 
由 本 章 8$ 3 例 8, 有 
| 各 | 各 入 区 用 7 


由 此 推出 |zo<limlz,||, 即 limllzsl 之 |zol. 


Nn—>o00 


例 18 设 绽 是 Hilbert 空间 ,{e,} 是 .2 的 正 交规 范 基 ,求证 : 在 
如 中 zx 一 zo 的 充分 必要 条 件 是 : 
(1) | z, 儿 有 界 ; 
(2) (znset) >(zose1) (n>o00) (ER 一 1， 2，……). 
证 ”必要 性 显然 ,只 证 充分 性 . 不 妨 设 zo 二 0( 否 则 考虑 xz, 一 zo). 
要 证 z 一 0. 对 VE .22， 
m(f) m(f) 
Co) = (2., ee) 一 etter) 一 0 (2 一 co)， 
因为 span{e,} 在 .2 中 稠密 ,根据 本 节 定 理 11,z 一 0. 
例 19 设 7T, 是 空间 Lr*(R!')(1 二 p 二 oo) 到 自身 的 平移 算 子 : 
(Tu) (rz) 一 2 十 2) (Vu€E Le(R))n = 1,2,.%), 
求证 : T, 一 9, 但 |Twlls= 上 ll, (VuE LL? R')). 
证 首先 ,对 YuE€L?( 踪 ),v(z)ELs( 了 下 ),e>0, 存 在 4A 汪 0, 使 得 


= 2 
lals( | lec) ldz)" < 
这 样 , 对 YnE N, 便 有 
十 co 
| ul(T 二 nv(z)dzr 


—A 十 oo 
= 1 U(X 十 n)v(z)dzx 十 | &U( 工 十 1)D(z)dz， 
= | 


一 4 = 
I wz + ol)dz| = | utIvt — n)drt 


1 
9 


一 4 十 mn > 一 汉语 
< (| lu lrdz| [| |vCz — n) ld 
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< all, 
其 次 ,对 固定 的 4, 有 
十 co 
| 2&U(Z 十 mcz)dz| 
三 中 


各 E 
| ju) ld < 3 


和 


由 
加 9 


从 


十 co 十 ea 
(| Iulz 十 n)|?dz | lvCz) 1dz 
一 4 二 入 


上 
(| lu [ra] EE 
—Atn 
故 3 NE N, 使 得 
[We 十 mscz)dz|< (Vn N) 
二 六 
十 ce 
| u(zX 二 n)v(r)dz 


a 于 

至 | u(x 十 n)v(z)dz 十 | u(rz 二 nv(r)dzr 
5 sn 
E ER 

< 冯 局 过 所 Es 


即 证 得 T, 一 0. 
最 后 ,对 Vu EL?*(R), 


i z 
7, ,= 1 |z(z 十 7) Idz| 


一 工 十 天 ee 2 
Et | lu 1d) ul. 


例 20 设 S; 是 L*( 民 )(1 志 p 二 o0) 到 自身 的 算 子 ， 
wx)yst 全 | A, 
0， lz 全 7， 

其 中 EL?( 了 R), 求 证 S, 强 收 敛 到 恒 同 算 子 了 ,但 不 一 致 收敛 到 工 

证 设 区 间 [ 一 n,nj 上 的 特征 函数 为 Xr_,,(z), 则 有 
(Su) (XT) = Xtra,a (Tur), 
((T— Su zr) = (1 Co Xr (TNu(z) Xela 
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(9S,zD) (Xz) = | 


ey 十 oo 
| | IJuCz) ltdz | [tr ld 0 Gs oY 


=—>S,— 7. 


注意 到 
十 co 
时 e “dx = 
| e “dz 一“ 一 人 全 
“ | er-izldz 一 1 
—$| e ida 
2 lzlSn 


n— |z| 


和 
S wlz) = ez) | 2 | 和风 有 


攻 [ea z | 2 pa ds J 


于 是 | 一 S| 三 | 二 1, 故 5; 不 一 致 收敛 到 工 . 
例 21 设 :2 绽 是 Hilbert 空间 ,在 .22 中 心 一 zo, 而 且 yy 一 yo, 求 
证 : 


l,l, = 


(Xnyyn) > (Zoyyo) (2 一 co). 
证 我 们 只 需 证 明 (z;,y,) 一 (zo,yo) 一 0 (2 一 co). 事 实 上 ,因为 
Zs 六 zo， 所 以 3M >>0, 使 得 |z 入 MX， 
《zy — (Toy Yo) = (Znyyn) 一 (Payyol WB sd) rb mo) 
= (ves 90) (ws oo) 
| (zoom) 一 (zoyyo)| 和 | Cr yn CO— Yo) | rs — xo, Yo) |. 
对 此 不 等 式 右边 第 一 项 ,有 
[Czasya — y)| Sz,lly — yl <My,— yl >0 (> oo); 
对 右边 第 二 项 ,因为 mm 一 zo,yoE22, 也 有 
| aa 一 大 0 2 一 So)， 
所 以 | (zy) 一 (Czoyyo)| 一 0 (zco), 即 
(一 (Kos WV) 0 hn 25) 
例 22 设 {e,} 是 Hilbert 空间 :2 中 的 正 交规 范 基 , 求 证 : 在 .2 
中 e, 一 0, 但 是 e, ->0. 
证 .由 Bessel 不 等 式 ,Yz E82， 
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> | (zyei) | 过 ||zll?, 
n=1 


Bm Su Noel 收敛 ,由 级 数 收敛 的 必要 条 件 , 有 (zye) 一 0, 即 es 下 0. 
但 是 
e, | en=—>le, — esl = le,ll? + lle,l? = 2 +>0, 
故 e, -+>0. 
例 23 设 :2 绽 是 Hilbert 室 间 ,求证 : 在 .2 中 zs>z 的 充分 必要 
条 件 是 : 
(1) zl 一 | zll; (2 
证 必要 性 显然 . 下 证 充分 性 . 由 内 积 定义 有 
ly, = z= Co — £7 


= |z,l: = Cx,z)— (rr,zx) + lzll?, 


[zl? -=> lzll?, 
(zsx) > rll, 


(za,7) —> ||zll?, 


又 当 n 一 co 时 ， 


故 有 zs 一 zl 一 0 (x 一 co3, 即 za 一 x(n 玉 o0). 

例 24 求证 : 在 自 反 的 B 空间 .名 中 ,集合 的 弱 列 紧 性 与 有 界 性 
是 等 价 的 . 

证 “有 界 性 一 弱 列 紧 性 : 由 本 节 定 理 20(Eberlein-Smulian 定 
理 ) 推 出 . 

弱 列 紧 性 = 有 界 性 : 用 反 证 法 . 设 {z,) 弱 列 紧 但 是 无 界 , 则 存在 
{zo} 的 子 列 {yo} 满 足 | yo 这” 因为 {y)} 弱 列 紧 , 所 以 3 {y,,} 弱 收敛 , 即 
对 VEe2r ,有 {7FCw} 收 敛 .根据 共鸣 定理 ， {yw} 有 界 , 这 与 |y,| ns 
矛盾 . 

例 25 求证 : 实 忆 空间 2 中 的 闭 凸 集 是 弱 闭 的 , 即 若 M 是 闭 
凸 集 , {zn} CM, 且 z 一 zo 则 zoEM. 

证 为 简便 起 见 , 用 反 证 法 .如果 zo &M; 根 据 第 三 章 $4 例 13， 
必 存 在 f€ .2% * ,上 f==1, 使 得 

supf (27 fr0) mm ds 
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其 中 d=inf |xo—z|>0. 因为 {z,}CM, 所 以 


f(x) Sf zr) 一 4 一 Fa 去 jz — dd < 0, 
下 盾 . 
例 26 设 久 是 自 反 的 B 空间 ,M 是 .名 中 的 有 界 闭 凸 集 ,YfE 
.2 ,求证 : f 在 M 上 达到 最 大 值 和 最 小 值 . 
证 没 5 二 supf(z), 则 对 VnE N,j zx, EM, 使 得 


6— 二 <f(z,) < 


因为 M 有 界 , 根 据 本 节 定 理 20,M 弱 列 紧 , 所 以 {z)》 有 弱 收 伍 子 列 
i MM, 故 对 VE.2 ,有 了 于 是 


b— < f(r,) 二 4 
Tg 
令 >oo, 即 得 f(zxs)==6b. 
同 理 ,4 x。€ M,f (xe)=a=inff (zx). 
例 27 设 多 是 自 反 的 B 空间,M 是 .多 中 的 非 空 闭 凸 集 ,求证 ， 
3 zo€ M, 使 得 |zol 二 inf zll. 


d<lzal<dt+i<adatl. 


因为 这 样 产 生 的 {z,} 有 界 ,根据 本 节 定 理 20, 存 在 zx, 一 zo. 对 此 zo, 根 
据 $4 Hahn-Banach 定理 推论 4,3j3fE .2%* ,使 得 f=1, f(xo)= 
lzoll. 于 是 有 ,一 方面 ， 
zo EM- 一 zol = a; 
另 一 方面 ， 
lall .= £0) = limf(z,,) < lim Ifilllz,l = a. 

故 有 lzol=4= inf {lzll}. 

例 28 求证 7 不 是 自 反 的 . 

证 根据 例 2, 已 知 (2)*==1”, 如 果 是 自 反 的 ,那么 71= C11)** 
二 (1*)" ,注意 到 4 是 可 分 的 ,根据 本 节 定 理 17,1” 也 是 可 分 的 ,但 是 1 
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不 可 分 , 即 得 矛盾 . 
下 证 /> 不 可 分 . 只 要 证 明 1” 中 的 任 一 个 可 数 集 都 不 是 稠 集 . 事实 
上 , 设 二 {人 9) EL> (二 1,2，…). 今 构造 一 个 zE1” 使 得 |z 一 zl 之 
1; 设 z= 二 {人}; 令 
Te es 
ls el 
显然 xz 二 {4} EL”, 并 且 | 纪 一 多 | 宇 1, 从 而 
lz CO— zl = sup | = | 宇 示 
kEN 
这 意味 着 ,zz -=z. 从 而 /” 不 可 分 . 
例 29 求证 : 在 空间 2 中 ,序列 弱 收 敛 与 按 范 数 收敛 一 致 . 
证 设 yy 一 yo( 在 2 中 ), 要 证 ||y 一 yo 一 0. 
假如 不 然 , 设 存在 子 序列 {y,, } ,使 得 
lim ly — wt a > 60. 


(k= Tay )s 


这 样 数列 | Ty 入 有 界 , 令 一 启 一 有 便 得 到 序列 {zw E 4， 
满足 下 列 条 件 ， 

和 (在 外 中 )， 

lz lL a= 1323); 
设 


" 三 (6 ,60 (Cn = 1,2,.), 
工 二 CA 
引进 一 串 有 界线 性 泛 函 {fi) CC)* (4 二 1,2,…), 它 的 定义 是 
A (E11,€2, °° ,Eps ) 一 上 

因为 z. 一 0( 在 0 中), 所 以 对 Vk,limfi(z,) 二 0, 即 6 一 0 (n>00) ,也 
就 有 

区 | 二 人 和 1) 

zs 二 (82 , EL, co, E00) 


《3) (3) (3 
3 一 3 se 6 


Cn) Ce 
= pn 9°°°) 


现在 设 n==n1, 这 时 
了 lz,l 一 1， 
RE 


Pl 
> 2 
| 人 | > 人 
k=1 3 
Pl 
因为 6" 一 0 (n>00), 所 以 lim 1 人 Si?”|==0, 从 而 3s 之 0, 使 得 
WE 
Pl 
六。 1 
| 人 gz? | 去 | 
k=1 和 3 
又 由 于 之 ) | 各 2 二 | 一 1， 
k=1 


A 
二 过 9 2 
ee = Se? 1 — Ble | > 2 
k=1 k=1 


k=p1+1 


故 3 pz 二 pi, 使 得 


p> 


2 
> 


k=p1+1 
设 已 经 选择 整数 
lsh 0= pp ps 


| ( 

Ss ed 过 二 (f= 1,2y°57), (1) 

k=1 

b; 2 

D3 |é"| 守 三 (7 Coy 
k=p; -11 3 


p; 
这 时 ,根据 ”0 (n>o0) lim 1” | 二 0, 从 而 3 nti 之 ni, 使 得 
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pi 
Bs%a?| 过 二 
k=1 3 


利用 这 个 不 等 式 及 六 16g+p| 一 lz 1=1, 我 们 有 


Pp; 


2 ea SD | | 一 3 | | 
k=p;+1 k=1 4 一 1 
故 pit 之 pi, 使 得 
Pi+1 
ST 
k=p;+1 


上 面 的 讨论 表明 ,存在 这 样 两 个 整数 序列 
l=n1 过 ns<*… 及 0= 轴 二 轴 二 加 二 …… 
使 得 对 于 每 个 j= 二 1,2,… ,不 等 式 (1) 与 (2) 都 成 立 . 现在 我 们 考查 
{zx). 对 子 序列 : 
mo = (E11 E27 sn Ep sp) 41s" Ep spy), 7 和 19, 
令 m=sgnée? (p;_1<kZpjsk ,7 一 1，2，…) , 则 序列 {7} EL 在 空间 2 
中 可 以 考查 有 界线 性 泛 函 
人 为 -= SA EE (6 6 
k=1 


我 们 来 估计 fo《zxa) 的 下 界 . 由 于 | 办 | 委 1 ,我 们 对 
i Ce yt ep 


考虑 
Ye [Zee |- 


Ey Snap + 2 6 十 WP 


k=pj_1+ 4 一 方 十 1 


| 六 Wo 本 工党 1 
k 


k=pji+l =1 =p;+1 
方 
p> > 1 , 浪 1692 | 
k= pj It k= pi 本 1 
Fg pj oo 
一 2 D1 | - pn 
机 | k=1 k=p; -1+1 k=pj+1 
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A 
=2 > Isr21— lz,l. 


k=p;_1+1 


Pj 
又 因为 Iz 一 1， >) | 人 ?| 之 与, 故 有 
k=pj_1+1 


|folza)| >2 XxX (2/3 1 = 1/3 0, 
这 与 当 j>oo 时 ,zx。 一 0( 在 中 ) 矛 盾 . 证 毕 . 


8$ 6 线性 算 子 的 谱 


基本 内 容 
谱 的 定义 与 性 质 
定义 1 设 4 是 闭 线性 算 子 ,D(4)C.27,4: 2 一 2,AEC 称 为 
4 的 本 征 值 是 指 : 3 xo€ D(A)\{0) ,适合 4zo 王 AMzo, 并 称 相应 的 zo 为 


对 应 于 4 的 本 征 元 . 
定义 2 0 E 间 ,4: D(4) 一 .2 是 闭 线性 算 子 , 称 


et 


为 4 的 预 解 集 . 4A€ 0 的 正则 值 . 

定义 3 称 A Vp(A) 为 4 的 谱 集 . 4Eo(4) 称 为 4 
的 谱 点 . 

由 定义 ,在 dim.2r<<ce 的 情形 下 ,VAE C, 它 或 是 4 的 本 征 值 ,或 
是 正则 值 ,二 者 必 居 其 一 . 但 当 dim.2r=co 时 ,情况 就 复杂 多 了 . 从 逻 
辑 上 分 ,有 如 下 几 种 情形 : 
(GD GT 一 4) 一 不 存在 ,这 相当 于 4 是 本 征 值 ,这 种 4 组 成 的 集合 
记 为 o,(4), 称 为 4 的 点 谱 . 


(2) (47 一 4) 存在, 且 值 域 ROT = AA A DUA 
这 相当 于 4 是 正则 值 , 即 A€ pC4). 
(3) (CT 一 4) 一 存在 ,ROOT 一 4) 天 2 ,但 ROOT 一 4) 一 .2 ,这 种 和 
组 成 的 集合 记 为 (4) , 称 为 4 的 连续 谱 . 
(4) (7 一 4) 存 在 ,上 且 ROOT 一 4) 尖 .2, 这 种 1 组 成 的 集合 记 为 
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o,(4), 称 为 4 的 剩余 谱 . 
把 上 述 分 类 列表 如 下 : 


(41—A)- 1 


(MT 一 4) 一 了 RCIT 一 4) 一 .2 


RAI—A)2R 


he —1 
0 RCI 一 人 =.27 


( 科 一 为 ) 本 RCI 一 4) 天 2 


由 上 表 有 ca(4) 一 op(C4) U ooC4) U co(C4). 
定理 4 设 pC4),o,(4) 如 上 述 定义 , 则 
(1) AEp(C4)<YyE2 ,方程 (MI 一 4)z=y 存在 唯一 解 zE 
D(4), 且 满足 
上 zl 科 亚 隐 ESeVYE 2 ). 
(2) MEo(4)< 一 方程 (7 一 4)z= 一 0 存在 非 零 解 x,.E D(A). 


Gelfand 定理 
定义 5 算 子 值 函数 RiCA): o(4) 一 经 (227) 定 义 为 
AhF> (一 4)-: (CCVAEACOC4))， 

称 为 4 的 预 解 式 . 

定理 6 设 o(4) 为 4 的 预 解 集 ,ac(C4) 为 4 的 谱 集 , 则 有 

(1) p(4) 是 开 集 (oC(4) 是 闭 集 )，; 

(2) Ri(4) 是 pC(4) 内 的 算 子 值 解析 函数 . 

推论 7 设 2 是 复 忆 空间 ,4: D(4) 一 多 是 闭 线性 算 子 , 则 
5(4) 是 开 集 (c(C4) 是 闭 集 ). 

引 理 8( 第 一 预 解 公 式 ) 设 .2 是 复 B 空间 ,A: D(A4) 一 . 久 是 闭 
线性 算 子 , ,wwEo(C4), 则 

Ri(A) — RuCA) = 7p SARAAIR,A). 

定理 9 预 解 式 RiC4) 在 p(4) 内 是 算 子 值 解析 函数 . 

定理 10 设 .2 是 下 空间 ,4ES(C27), 则 c(C4) 夭 他 . 

定义 11 设 .2 是 已 空间 ,4E 史 (27) , 称 数 
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def 


re(A) 


sup {|4|} 
AEa(A) 
为 4 的 谱 半 径 . 
定理 12(Gelfand 定理 ) 设 .27 是 已 空间 ,4ES(C27) , 则 
r,(A) = lim | 4o"l>， 
引 理 13 设 TE( 久 ) ,T=1, 则 


1 
Lr 


注 由 引 理 13, 当 Tl1<1 时 可 得 (一 T) 一 = >)7. 等 式 右 端 称 
k=0 
为 Neuman 级 数 . 由 此 得 
k 
RT) = (SD DR 


k=0 


(TI—7T) EX), 有 £ GCC 一 TD) 过 


co 


典型 例题 精 解 
例 1 设 4,BES(C2r) ,如 果 
局 一 了 ， 
B4 一 了 T， 


则 3jB 5 且 B 二 让 
证 首先 证 明 B 是 单 射 .事实 上 ， 
,er 
其 次 证 明 B 是 满 射 . 事实 上 ,VyE 慑 要 解 Bx=y. 
由 B4=T, 只 要 取 x 二 Ay; 即 可 得 到 满足 . 故 有 
BS > .21 .| BE!A4B “Bl =A. 
例 2 设 .2 是 已 空间 ,求证 : 在 和 (C22) 中 的 可 逆 ( 有 有 界 逆 ) 算 
子 集 是 开 的 . 
分 析 设 A,A™'1€E 弘 (多), 只 要 证 : 当 40 足够 小 时 ,有 
(A++A)! EE (RY. 
证 ”注意 到 
A 十 和 = AC 十 447!) 三代 十 24-1) 双 ， (1) 
根据 本 节 引 理 13 , 当 |A4- 咱 <1 时 ,有 
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(十 ES 
因此 ,根据 (1) 式 , 当 < 时 ,我 们 有 
(4 二 MIG 二 4 YA =U+M DA "(ATHU)=T, 
再 根据 例 1, 当 <T 世 可 时 ， 
(A EAD .A A ED 
例 3 设 4 是 闭 线性 算 也 , 九 ,…, 入 Eop(4) 两 两 互 异 ,又 设 zi 是 
对 应 于 A(i=1,2," ,n) 的 本 征 元 ,求证 TX1»T29""" 9 Tn 是 线性 无 关 的 . 
证 用 反 证 法 . 令 zw 为 第 一 个 可 由 它 的 前 面 m 一 1 个 向 量 线性 表 
出 的 向 量 , 即 
Tn Dyas, (1) 
k=1 
且 如,z2，… ,zm-1 线 性 无 关 , 对 (1) 式 两 边 施 以 7 一 4 得 到 


m—1 


mO—1 
0= hl — A)zn = Dhl — A)xi = Da 一 MD) 
=1 k=1 


因为 zi ,zs，… ,zm-1 线 性 无 关 , 所 以 
a CO— Ah)=0 (k=1,2,.%,mO— 1). 
注意 到 j 短 人, 故 有 
a = 0 tk =, ,m= 1). 

于 是 (1) 式 理 含 x 二 0, 这 与 zw 为 特征 向 量 矛 盾 . 

例 4 考查 复 空间 7 的 右 移 算 子 4: 0 -~21: 

RE (0 -A SE MT z= COs Ep eas 1 

求证 : 

(1) o,(A)=8; 

(2) {a€ CII4|>14|=1}Cp(d); 

(3) o,(A)= {XA€ CI0OZI4<1); 

(4) ao:(A)=; 

证 4 显然 是 线性 的 ,并 且 有 


lazl = 1&1 = zl 
故 44 是 线性 有 界 算 子 且 al 一 1. 
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(1) 设 A€ C,z= 二 (人 和 1,5,… ,1; 厨 ,…) EL, 使 得 (4 一 A1)z==0， 
则 有 
(— A ,El — A Es — Msy sé — A ) =0, 
=0 = Mn=0 (n= 2 "), 
由 此 可 见 , 当 )=0 时 ,由 乌 一 1 一 0 (n 二 1,2,…), 可 递 推 地 得 到 


和 一 外 二 名 一 和 二 三 0 
而 YAE C,4 关 0,; 由 一 A 二 0, 得 和 二 0. 再 由 扎 一 和 26 一 0 (2 一 1,2， 
…), 可 递 推 地 得 到 
0 


所 以 VAE C,N (4A 一) 二 (10), 因而 4 一 证 的 逆 算 子 Ri(4A)= 
(4 一 47)-! 存 在 ,4 没有 特征 值 , 即 4 的 点 谱 o6(4)=2. 

下 面 再 对 YAE C, 进 一 步 讨 论 RC4 一 7) 和 Ri(4) 的 属性 : 

(2) 当 AEC 满足 |4| 二 14l=1 时 ， 


Ce A” 1 
Ri(A) = > zm RA)) < [al = A 
n=0 


因而 {4€ CIl>41=1)Co(C4). 

(G3) 当 4 三 0 时 ， 

R(A— 2A)= RA)= {y= (m1 EDNN = 0), 

因此 RCA 一 2717) 二 RC(A) 关 L. 所 以 0E€o,(4). 

当 AEC 满足 0 二 |4|<1 时 ,对 于 任意 固定 的 a€ C， 

ya = (a,0,"% 0.) EL, 
如 果 存 在 z==(&1,6,，,… ,5&1, 饭 ,…) E11, 使 得 (4 一 47)zx 二 ys, 则 有 
(— Mi,6 — A — M39 6b, — Mtis'") = (a,0, 0) 

于 是 可 得 


CQ 


[24 人 
二 2 


， 
但 当 a 关 0 时 ， > > | 发散 , 故 得 矛盾 . 所 以 ,不 存在 xzE， 


使 得 (4 一 二 ©). 
因此 ,车 记 人 ={(a,0,*…,0,"…)ELli|Ya€ C\{0)), 则 有 
1 ¢ ROCA 一 MD) 


§ = 
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由 此 可 见 ,RC(A4 一 宁 ) 关 ,所 以 当 4E€ C, 满 足 0 二 |4| 二 1 时 ,A€0,(4). 
(4) 由 C=60,(4)U {XE C114| 二 14|=1), 所 以 0.(4)=%. 
注 ”这 个 例子 说 明 : 定义 在 无 限 维 赋 范 线性 空间 上 的 有 界线 性 算 
子 可 以 有 不 是 特征 值 的 谱 值 . 
例 5 在 7 空间 上 ,考查 左 推 移 算 子 
A. CC 上 人 
求证 : 
Cy TAEDA 
(2) {XE C| 14|<1})=05CA); 
(3) {4€E C||4|=1}=0.(4); 
(4) oA)=@, 
证 4 是 线性 有 界 算 子 且 上 4|=1. 事实 上 , 设 
(iE 1%% 
则 y= AAA (Vas i Bp 
即 


(4z)1 = 25 (4z) 三 Te (47Z) = Zit1s 
lazl’: = Dz < D1z l= lzl=>lAzl < lzl. 
n=2 n=] 


又 xz! 二 (0,1,0,…),Az' 二 (1;0;…) 一 上 Az 省 = 上 z 种 ,所 以 
7 lel 三 二 
ZA#0 zl 
(1) 证 当 |4| 之 1 时 ,XE p(4). 事实 上 , 按 例 4 中 (2) 的 推理 有 
14 二 1 一 |4| 二 1141 一 4€ p(4). 
(2) 记 DD= {4€ C||4| 二 1). 对 于 XED, 数 列 { 久 }? EL. 因为 
A(l,A,A:,.…) 一 (AM2，…) 一 A(1 ,24,4 …)， 
所 以 AE op(4), 而 (1,4, 义 ,…) 便 是 相应 的 特征 向 量 . 
反之 , 设 4z 一 Mrz,z 天 0,zE2 则 
NT A Cs ) = 
—X >0==|A|=1==Xi€D. 
(3) 先 看 4==1. 首先 证 (I 一 4)-! 是 存在 的 . 
事实 上 ,Vz (wr yr) ER, IT—A)z=0;t 


(1 
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>7xi = X= 
一 工 二 21IC1y 1 )， 
因为 xEZR, 所 以 zi 二 0, 从 而 z==0. 
记 C= {iE CC||N 二 .y= 4)z< 一 人 一 2 一 ZeHy 即 


JI 一 1 一 2， 


yy2 一 2 一 3， 


ys 一 3 一 74， 


Ve—1 一 Xe—1 Xr, 
一 .RE 一 AH， 


将 上 面 第 1 32 个 等 式 相 加 ,得 到 


天 
> Yj = TT Sy 
j=1 j=1 


利用 这 个 公式 ,我 们 可 以 从 y 求 出 工 , 即 3 (一 A). 
显然 , 非 零 分 量 个 数 有 限 的 y 在 RCU 一 A4) 中 . 


事实 上 , 设 y 的 非 零 分 量 个 数 为 玉 , 取 zi 二 之 121， 


一 ~ 和 /2. 


天 
I = E12 K), 
j=1 


Xk+1 一 0 (Vk KkK) 
注意 到 非 零 分 量 个 数 有 限 的 > 在 2 中 稠密 , 故 有 
RCI 一 4 一 人 RR(L— A)AL, 


例如 3 一 (地 |  e, 但 是 yE&RCT 4) ,事实 上 , 接 


| 
Xkt1 二 Wy 之 3 
求 得 的 z= (zt 已 使 得 说 一 一 ce (一 co)， 故 和 12. 于 是 1 一 16E 
ac(4). 
对 于 适合 |4|=1 的 一 般 ,可 以 化 归 为 4=1 情形 . 事实 上 ， 
(A 一 A)z = ye z= WY 


Ts Tk+1 Ve 
pu Ae+1 ye M+1 (k 


< = 1] 26), 
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Xk 


令 生 = 其,= 让 (k= 二 1,2,…), 则 有 
全 
此 即 化 归 为 *=1 情形 . 
(4) 总 结 起 来 ,参见 图 2. 14, 我 们 有 
gtA) = (AE€ECIY SY 
o.(A)= {4€EC|I4 =1), 


oA) 三 分. 人 
例 6 在 双边 7? 空间 上 ,考查 右 推移 算 


子 4: 
并 一 人 € 2 
y= A (TN 3 
其 中 沪 二 6_1lm€ 2Z). 求 证 : o.(4)==o(4)== 单 位 圆周 . 
证 (1) 证 o,(4)== 名 .由 Az 表达 式 知 |4zl|=|zl=|4|=1， 
又 由 


I4"zl = lzxl=—14"| = 1==r,(4) = lim |A"l = 1. 
当 4==0 时 ,由 (MI 一 A)z==0=>Azx 二 0 一 x 二 0. 
当 4h 关 0 时 ,由 (41 一 4)zx==0, 两 边 比较 各 分 量 有 
Aéi—é 1=0 (RE 2Z). CL) 


由 此 有 


J 


上 二 总 二 本 让 一 起 


时 
$103 Ee 各 二 二 6， 


同 理 € ,=Xéo., 
由 此 可 见 , 如 果 名 =0, 则 
4 一 0 (Yn€ Zzr=0. 
如 果 0 关 0, 由 无 和 1 有 
十 co 十 co 十 co 
2 5 <+ co 一 | 全 | 十 >) 和 2 十 六 16 二 十 co， 
n=1 n=1 


n= 一 00 


即 得 


站 oe 2n 二 名 
DN 
n=] 7 一 ] 
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由 此 茎 推出 | 寺 | 一 0, 又 推出 14| 一 0, 矛 盾 . 因此 内 能 所 一 0 一 各 一 0 


(Yn€ 2Z)=>zx=0. 于 是 0,(4)=2. 


(2) 证 o,(4)== 2B. 按 定义 只 要 证 明 RGI 一 4)==, 即 证 
RI 一 A)+={0). 设 z [ROI 一 A),z= (zi,z2* zi"); 则 对 VXEL?， 


十 co 
(A 一 4)zz) 一 0 一 > 06 一 名 0Dx = 0. 
有 三 二 co 


7 个 
一 一 一 一 一 一 ~ 
特 别 取 ZX” 二 (0,0,…,0,1,0,…)EZL, 则 有 
7 个 


和 一 (0,0，…， 0 0，…)， 


个 
ET (0505:° ,0 ls0, °°)s 


个 
Az®™ a Az® = C050 55As 了 se 


因此 由 
(zoom 一 4zoz) 一 0 一 jz 一 = 一 0 (CVYnEZD)， 
从 形式 上 看 (2) 式 与 (1) 式 完全 类 似 , 按 (1) 式 推理 可 得 > 一 0. 
(3) 证 (4) 一 {1 刘 一 1). 先 看 一 1. 我 们 要 证 
RT = A ED, 
RU — A =. 


首先 注意 到 VzE22， 
(IT— A)r= y= TT (kKED). 


特别 对 
EY 
Ye (…， 0,0，…0， 1 05470 7 EE 到 5 
有 a sr a 
但 是 由 (3) 式 与 (4) 式 的 关系 又 推出 
本 并 2 
本 
EB =>%0 一 i 一 0 不 导 : 


“二 Xs 二 XxX-1 > X11 二 0 
由 此 可 见 ,y& RC 一 A), 即 有 R(I 一 A) 关 ZL. 
再 证 RGT 一 4) 王 2. 设 
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(2) 


(3) 


(4) 


和 一 人 区 €E 7 
ye>0, 取 N, 使 得 3 |&.1:<ex. 令 


n=N+1 
Ee jl <N, 
"Ns os 
则 > 有 表示 式 : 
y= Cm OO wy reers ty 0s 0 
由 此 得 


ly—é= 2 [Sely ee 


jl=N+1 
为 了 证 明 y€E R(I 一 A), 即 证 3zE22, 使 得 
(人 一 4)z = y= Oo ti (FE D). 
注意 到 
ey |j| 志 N， 
Cl 
由 zx 一 zx4_1 二 0 (|k| 和 >N 二 1)=>z4==zxwrn(|| 和 十 1). 令 


N+1 
= > < 
二 


Th Xe—l 一 名 (|k| < N), 


j=k+1 
0， lk| 宇 NN 十 1， 
显然 z= 二 {zi) EL ,并 满足 y= 二 zt 一 zt-1(RE 2Z), 从 而 (1 一 4)zx==y, 即 
yER(I 一 4A). 由 于 yy 在 7 中 稠密 ,所 以 R(I 一 A)=7. 由 此 得 4=1€ 
o.(A). 
对 于 一 般 的 | 外 =1, 可 以 化 归 4=1 的 情况 . 考虑 下 述 U 形 串 即 


可 ; 
yy 一 (4 一 4)z 省 二 总 一: 名 -1 
Ye = Mv 一 AT < 中 失 芍 = 光疗 千克 ZE 


当 |4|==1 时 ,参见 例 5 可 知 
= {6) € Ler € Ls 
7= {Nh} E Ly EL. 
重复 上 面 证 明 即 可 . 
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第 三 章 ”广义 函数 与 Sobolev 空间 


记 多 重 指 标 = (aa CQ29 py) ,其 中 ww% 之 0 (21=1,2,°° ,11) ,而 且 是 
整数 . 以 下 是 多 重 指标 常用 的 约定 记号 ; 
lc| 王 >)w，:al = lal ray! 
i=1 
X=7r rr (Vr=(riy a Tn) ER ); 
2 二 949%…9%, 特 别 地 "一 7( 恒 同 ); 


a al 


有 一 Ce 一 万 | 

Ql CQ2 

I 2 
其 中 Ba( 即 Bai,i=1,2,*…,n). 

用 上 述 记 号 ,Leibniz 公式 可 以 写成 : 


(aw) Ce) “| pu (x) Pvlz). 


Bb<e 


8$1 广义 函数 的 概念 


基本 内 容 


设 QC R 是 一 个 开 集 ,wEC(0) ,集合 {xzEQlulz) 关 0) 在 0 中 的 
闭 包 称 为 关于 0 的 支 集 , 记 做 suppz. 
天 CCO 是 指 玉 CO2, 且 玉 是 殉 ' 中 的 紧 子 集 . 
0 
def 


Ce CY 


{u € C*(0)|suppu CC 0). 
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软化 子 ( 磨 光 函 数 ) 
设 函 数 
a J | 有 | 受到 
0， |z| 之 1 


其 中 


def -1 


EL 
| es tel 
是 一 个 仅 依赖 于 维 数 的 常数 ,我 们 称 j(z) 是 软化 子 . 7(z) ECo( 民 ) 满 
足 


(1) j(zx) 宇 0,7(z)=0(|zlD); 
(2) | je)dz=1. 
及 
从 j(z) 出 发 ,可 以 得 到 许多 Co ( 民 ) 的 函数 . 例如 ,V6 二 0, 构 造 函 
数 
则 有 jz(z)EC?( 区 ); 且 满足 : 
(1) js(z) 宇 0,js(z)=0(|z|20); 
(2) | ile)dz=1: 
及 
命题 1 设 w 是 一 个 可 积 函 数 , 并 在 Q 的 一 个 紧 子 集 K 外 恒 为 0， 
则 当 6 充分 小 时 ,函数 
def 
CE -| wil I Cy 
是 C7Y(Q) 的 函数 . 
定理 2 若 xEC5C2) , 则 
lus— lus =0 (0 一 0). 
推论 3 (1) CY (C0) 在 C6(0) 中 稠密 ; 
(2) 若 凤 是 Q 上 的 一 个 完全 可 加 测度 ,由 
| read 0" gE Ca) 


便 能 推出 
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| (V9E CoQ)). 


基本 函数 空间 儿 (0) 

定义 4 设 p,,EC? (0), 我 们 说 wp 是 指 : 

(1) 3KCCAQ, 使 得 suppp;CK (j= 二 1,2,…), 即 {9,} 有 一 个 公共 
的 紧 支 集 ; 

(2) Ya 一 (aa，…，o)， 有 

max [Op;(z) — Ogi(zx)|—0 . (> oo)i 

即 {9,) 的 任意 阶 导 数 一 致 收敛 . 

赋予 上 述 收敛 性 的 线性 空间 C9 (2) 称 为 基本 空间 , 记 做 儿 (0). 

注 不 可 能 在 多 (0Q) 上 引进 距离 o, 使 得 (2) 中 的 收敛 等 价 于 按 
2 收敛. 

命题 5 多 (0) 是 序列 完备 的 , 即 若 {9;}? 是 一 个 基本 列 , 它 适合 : 

(1) 93KCCQ, 使 得 suppgj;CK(j==1,2,…), 即 {9;} 有 一 个 公共 
的 紧 支 集 天 ; 

(2) Ve>0,VYa=(a, ,0,) ,N= 二 N(e,a)€ N, 使 得 

max |O'pn(z) 一 GO 过 ee (myn > NH), 

则 必 有 woE 多 (0) ,使 得 一 po (7 一 co). 


广义 函数 的 定义 和 基本 性 质 

定义 6 多 CGO) 上 的 一 切线 性 连续 泛 函 都 称 为 广义 函数 , 即 广义 函 
数 是 这 样 的 泛 函 f: 多 (0) 一 民 , 满 足 : 

(1) 线性 ; 

Cf ,Np 十 A 》 (三 办 》 * A (三 加; 
(2) 连续 性 : 对 于 任意 的 gj; 一 go( 儿 (0)), 都 有 
(f ,9i) 一 (f Po) (CT 一 co). 

一 切 广义 函数 的 集合 记 做 儿 ' (0). 

注 称 f(zx) 是 0 上 的 一 个 局 部 可 积 函 数 , 记 做 并)EEWCQ) ,是 
首 : 对 于 任意 相对 于 2 的 紧 集 KK, 积分 


| [fC dz 2 68 
Kk 
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广义 函数 的 收敛 性 
在 2 (0Q) 上 可 以 规定 加 法 与 数 乘 : 
OF He CE Ns 
从 而 多’ (0) 构 成 一 个 线性 空间 . 现在 在 2 (0) 上 引入 * 弱 收 敛 ， 
定义 7 称 {f))C22 (0) x 弱 收敛 到 fo€E 2 (0), 是 指 : 
Cf = (fis pe By. 


典型 例题 精 解 


例 1 求证 : 6 函数 不 是 局 部 可 积 函 数 . 
证 用 反 证 法 . 如 果 3 f(x)E€ Zi, 使 得 
(6,9) = | fp) dz (Y pg€ DN)), 
取 gi(z) 二 j(kzx) (YEE N) ,其 中 
[oe Iz| < sy 
0， |z| = 工 ， 
则 有 : 一 方面 ,根据 积分 的 绝对 连续 性 


| fem |< ce, [f(z)|dr—>0 (一 co)， 
(0 有 BCb,1/ 有 


7J(CZz) = 


故 有 
| pdz 三 | pr) dz —>0 (k— 00); 
另 一 方面 ， 
(0 = pi(0) =Cre '—>Ce ' (k—>o00). 
于 是 有 0 二 Ce “天 0, 矛 盾 . 
例 2 求证 ， 1 (n—>o00). 
证 令 f.(z)=Mn/re-”( 见 图 3.1), 则 有 


| a ee | ee du 时 各 
0 1 


对 YgE 多 (0) ,不 妨 设 suppYCCT[ 一 ,7T], 则 有 
p60,9 =| fi Le) 0 dz 
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pe 1,2,..) 


0 
图 3.1 
了 
<|ro| rdz| + | fs) 0) dz 5 gb 
| vad a ey 
a A 4 
应 用 微分 中 值 定理 ,得 


pa) 一 HO) = WORE 1: EE I 
令 M= sup.ly (Zz)|, 则 有 


了 T 
[fa [pe) 一 ro)]az|< M| lzlzcz)dz 


到 nT 
Ee es A 


M 


= ue da = 一 0 '(%— o0). (3 


< 后 
联合 (1),(2),(3) 式 即 得 
[fap — (09|—>0 一 co)， 
于 是 
(fi p> (09 (VY PE DM)). 
例 3 设 QC KR 是 一 个 开 集 ,又 设 KCQ 是 0 的 一 个 紧 子 集 , 求 
证 : 存在 一 个 函数 gE Co (2) ,使 得 0 过 g(x) 过 1, 且 g(x) 在 KK 的 一 
邻 域内 恒 等 于 1. 
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证 作 开 集 Q1, 使 得 CO, 人 CQ, 记 X(zx) 为 Q1 的 特征 函数 , 令 


$= Smin{p(K,301),p(0,00)), 
ee | xi dd = | .pc — 


则 有 pECe(9), 且 wz) 一 | 和 县 


0 委 VCz) 委 1. 
又 令 
K;= {x EQ)plzr,K) SO). 
VYzxEKkK;, 注 意 到 
p(X) 1 
| | 
| XCy)jo lz—y)dy | jslt)dy 
0 BE<> 
| | 
| je— dy | 六 (CE 一 ydy 
oa, ly—z|<e 
| | 
改 意 下 王爷 归 本 | jz— y)dy 
Qly—z|<0) 
其 中 =| jz—y)dys Ls=| 方 (z 研 ydy 从 此 
0 (ly 一 z| 入 9) Q1(|y—z|>0) 


形 等 式 串 的 两 端 即 知 wz) 在 天 的 9 邻 域 玉 s 内 恒 等 于 1. 


a | 由 


求证 ， 
(1) JizEZ2( 一 coycoe) ,并且 |7 委 1 x=1,2,…); 
(2) 算 子 序列 {J;}) 在 (一 co ,oo) 上 强 收敛 到 恒 同 算 子 工 


证 (1) 应 用 Schwarz 不 等 式 ,注意 到 术 jn(X 一 t)dt= 二 1, 有 
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Ta he | jz 一 Dd| jn TO— 2£) |u) |2dr 


= 下 jw — 2 |) [dz. 
于 是 ,根据 实 变 函 数论 中 的 Fubini 定理 ,有 
六 
| [Ju lz) 12dz< 委 | | jinx oot) |ul) |didz 


co b 
= 1 | = dd 
因为 
b ooe 
| 一 ddz<| 2 dx = 1 
所 以 
b oo 
| |Jnu lr) laz < | luCz) |?dz = llull*. 
令 a 一 一 co ,6 一 oo ,得 到 
上 [J Cz) |2dz < lull:. 


故 有 JwxELZL?, 并 且 上 wl 志 皮 = |, 和 1 (r=1,2,…). 
(2) 因为 有 了 (1) 以 及 C( 一 co,co) 在 元 (一 co,co) 笛 密 , 根 据 第 二 
章 $3 征 理 18(Banach-Steinhaus 定理 ), 为 了 证 明 算 子 序列 {J,}) 在 
天 (一 co,co) 上 强 收敛 到 恒 同 算 子 I, 只 需 证 明 对 VxEC( 一 co,co) 门 
性 (一 coyco), 有 
lx 一 zl 一 0 (2 一 co)， 


事实 上 ,对 Ve>0, 取 人 足够 大 ,使 得 
2 上 
Te 下 和 一 这 
因为 w(z) 在 有 界 闭 区 间 [ 一 了 ,Tj 上 一 臻 连续, 所 以 3960, 使 得 
|auls 十 划一 了 GD 人 


rr 
于 是 
7 
| lxG 十 贡 二 着 的 | 的 志方， Is| 6. 
eh 
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我 们 可 以 假定 6 委 1 ,那么 
人 [uCs +4) — we) [dt 
八 


一 小 | 


2 人 zc + Dhar + 2 zc 人 [zdz 十 2 la) [2dz 

同 理 ,我们 有 
六 ee + — wu) ld < 
综合 之 ,我 们 有 
[+o -ud he ll<e (1) 
令 z 一 上 一 ,改写 
Ca) C2) 一 | rz 一 DuGd 一 六 Puxc — sds, 

并 利用 | _ 记 (ds 一 1, 我 们 有 


ee a | Ee 


= Vi) Ni — S$) — ue) ds 
应 用 Schwarz 不 等 式 , 便 得 
[OT yey ited Pe 下 jG)ds| Ce 


一 | jn(s) |ulz 一 3s) — ulz) lds, 
故 有 
| | Ju) (zx) — u(x) ldzr | jds| |z(z 一 s) — u(r) ldz. 


C2) 
因为 当 |ns | 之 1 时 , 训 (s)==0, 所 以 不 等 式 (2) 右 端 积分 实际 上 只 在 |s| 


一 二 上 进行 .因此 ,只 要 之 方便 有 |s|<< 施 <, 于 是 不 等 式 (1) 成 立 ， 
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联合 不 等 式 (1), (2) 得 到 


lx mul: <e iC) ds eon) Wn 
Ct 0 


例 5 在 严 ( 一 co,co) 上 考虑 微分 算 子 hu 一 局 名 ， 


DD)= {uw EL(—o%, oo) ER ec o, So) PIR on; oo)|. 


求证 : 4 不 是 有 界 算 子 ,也 不 是 闭 算 子 . 
证 先 证 4 不 是 有 界 算 子 .事实 上 , 设 
jan(t) =njlnt) (n= 1,2,.…), 
那么 j,E D(A4) 并 且 


A 
但 是 
lail =#) 7 de = m7) du = Al. 
因为 条 一 如 学 9, 所 以 
Ail _ nV Al mail 


li Val ll 
由 此 可 见 ,4 不 是 有 界 算 子 . 
再 证 4 不 是 闭 算 子 .用 反 证 法 . 取 
1 0 
ZS Ob 
0， > 
显然 u(t)EC( 一 co,c0). 因为 在 t= 土 1,0 处 w'(z) 不 存在 ,所 以 局 (2) 
氏 C( 一 00,00), 从 而 ulz) D(A4). 令 


(2 一 00)., 


ls 人 
V0 
0， [| 


则 有 v(t)EL(—00,60) ; 慎 
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AJu lz) v2) 
| | 


1 
| F(z — tult)d | fn(z Oo tv dt 
= 一 1 


| | 


0 1 
eT ee | Pe | amd 
+= 了 了 0 


其 中 二 | A DIL AE tz) (1 一 z)dz. 从 此 可 形 等 
式 串 的 两 端 即 知 
4.J,w(Z) -一 Jo(Z). 
记 z 迪 一.x ,根据 例 4(2) ,我们 有 
i —al = lJ ~— ll > 0, 

lAu, — vl = 一 四 一 0 
如 果 4 是 闭 算 子 ,那么 由 (3) 式 应 该 推出 vxED(4). 这 与 v&D(C4) 巴 
盾 . 


(2 一 co) (3) 


设 天 EC; 


DM) (9 € C* 0) |suppp CC Ks 
pi 一 po(2(0)) 是 指 , 对 任意 的 多 重 指标 Va， | 
max |O'(9; G0 (68). 
我 们 当然 想 用 模 来 刻画 这 种 收敛 性 ,但 是 无 论 如 何 这 种 收敛 性 不 
能 用 一 个 模 来 描写 .事实 上 ,可 以 引入 可 数 个 模 : 
12 = 23 max139(CZ) | (mm = hy ss ) 


lal<m 
(QQ) 上 的 收敛 性 是 由 这 可 数 多 个 模 {jpl,,) 来 描写 的 , 即 
pi> PDN SY mE N,Ng = ml, >0 0 一 co) 
( 即 Ve>0,VmE N,IJN=N(e,m) ,使 |9; 一 goll;, 乏 e). 
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定义 1 设 .2 是 一 个 线性 空间 , 称 它 是 可 数 模 空间 (或 Bo 空 
间 ), 是 指 在 它 上 面 有 可 数 个 半 模 人 .中 ,}7 ,满足 : 
(1) ‖z 十 及 1zl 十 yl 
C2) |Azl。 王 1A1zl。 
C3) lzll,=0,10|,=0; 
(4) ‖ zl 一 0Cz 一 1,2，…)<> 工 一 0. 
在 B。 中 ,zs 一 zo 是 指 VmE N,|z, 一 zol 一 0 (n 一 00). 
注 在 可 数 模 空间 定义 中 ,可 数 个 半 模 可 以 换 成 满足 下 列 条 件 的 
可 数 个 半 模 . 
lz 入 zl 入 zl a:…<lzh,< (ze€ER). 
事实 上 ,只 需 令 
lz = max{lzll, zl , lz), (v xzE2). 
定义 2 在 线性 空间 上 给 定 两 组 可 数 个 半 模 
[a ee a tk Ss 
称 它们 是 等 价 的 ,如 果 它 们 导出 相同 的 收敛 性 . 
定义 3 一 个 Bu 空间 多 称 为 是 完备 的 ,是 指 其 中 的 任何 基本 列 
都 是 收敛 的 . 完备 的 B。 空间 称 做 Bu 空间. 
定义 4 若 pEC”(R), 满 足 条 件 : 对 于 任意 的 mm, |a| 二 0,1， 
2,…, 有 


sup |(1 十 |z|5)2erg(z)| < Ms < co， 
zr€ER” 
则 称 g(x) 为 速 降 函 数 .将 RR 上 速 降 函数 全 体 构成 的 集合 记 做 
(CR). 
注 gl(z) 之 所 以 称 为 速 降水 数 ,是 因为 
(1 二 |z|2|CF zr| pe) [Mil 
从 而 
lim G+ lz1921ag(z)| = 0 Vm,lel = 0,1,2,.". 
因此 ,2 关 ( 了 ?中 的 函数 的 任意 阶 导数 在 无 穷 远 处 比 任何 负 宕 次 客 函 数 


下 降 得 都 快 . 在 吧 ( 开 ?中 定义 半 模 为 
176 


lpl, = sup ll 十 |z125erp(z)| Cm = 0,1,2,."), 
ZE 要” 
则 (RR) 是 Bo 空间 . 
定理 5 任意 B。 空间 .2 具有 足够 多 的 连续 线性 泛 函 ， 
命题 6 如 果 有 一 个 Bu 空间 有 ,满足 SCO) 一 2 , 即 
C .22T， 
p> poDQ)) p> polR), 
那么 名 上 的 任意 一 个 线性 连续 泛 函 f, 必 有 JE 22 (02). 
定理 7 为 了 Fe 2 ,必须 上 且 仅 须 3mE N 及 wuEL*(RR)(|al< 
m) ,使 得 


fp = DVD tl dd CE2 


lal<m 


典型 例题 精 解 


例 1 在 线性 空间 .27 上 ,为 了 两 组 可 数 个 半 模 
区 | 本 
是 等 价 的 ,必须 且 仅 须 : YmE N,3m E N,Cwmm 之 0, 使 得 
lzl, < Cm lz (Vz € 2), 
并 且 Yn'E€ N,I3n€ N,Cw, 之 0, 使 得 
lz Gn laly CY zr € 2). 
证 充分 性 是 显然 的 . 必要 性 用 反 证 法 .如果 3m€ N, 对 Vj€ RN， 


IIE 使 得 Dxjl ,二 j | zz, 令 2% 一 人 让, 刚 有 
jm 
Se (1) 
|yjl», = 1. C2 


| 1 2 人" | > 


当 jj 一 co 时 ， 由 (1)=> y; = = 由 必要 性 假定 便 有 i 0 这 与 
(2) 式 矛盾 . 
例 2 设 


lp, = ,SUP [zo g(x) | (m = 1,2,*…), 


lel, 18|<2 
rER” 


求证 : .是 (人 R) 上 的 等 价 模 . 


证 等 价 模 就 是 导出 相同 的 收敛 性 , 当 |z| 过 1 时 ,| 中 ,与 上 "1 都 
等 价 于 9"qp(z) 的 一 致 收敛 性 . 故 只 需 考 虑 |z| 二 1. 用 一 个 辅助 不 等 式 : 


[z= 2 于 光 全 民 5 川 隔 | 实生; 
Iz < + 过 允 | 到 | 全 
在 (1) 式 右 端 不 等 式 
(IT 十 | 产 | 人 一 24 天] 外 
中 , 取 & 一 mV/2, 便 有 
(1 十 |z12) 叶 [ap(Cz) | 去 22 二 ”apCz)| 


Iz|>1 


< 2 |z|”|o'pz)|, 
Re es ei. 
再 应 用 展开 公式 ， 


(在 直 下 干 源 平 万)W Ba iy (ViE R',Yn€ N). 
lal=m - 
取 妈 二 zi, 便 有 
|z|*= m1 20 
2 


la|=m 
[zl | pz) | = 2 oy | 


< a 
SC (a BE al 


rER” 
故 有 
sup (1 十 | 9213"g(Cz)| SCC, sup |z‘dg(z)|, 
els lal, BI<2m 
ZE 及 zrER” 
即 |yg|,<c, | pl. 
在 (1) 式 左 端 不 等 式 


[wl (LE | 
中 , 取 k= 二 m2/2, 便 有 
[zl” = (1 十 zl2)2， 
而 
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Cl 


lal<m ia 
已" | ll 
之 


a 
n 


| 和 | = |, 
故 
|x | 过 十 |z|2)2. 
于 是 
sup |zx’Og(z)| < sup (1 十 |zl22219*p(z)|， 
lelslBlem [dlSm 
rER” zr€ER” 
即 
2m K 
sup |ze*epp(z)| 委 sup (1 十 |zl2) 2 |3“yp(Cz) |， 
lal, |B|<2m lal<2m 
zrER” ZE 有” 


故 有 lg 几 入 lpl，. 
上 述 两 方面 结合 起 来 ,就 得 | .| 是 元 ( 权 ?上 的 等 价 模 . 


§ 3 广义 函数 的 运算 


基本 内 容 


儿 (0) 中 的 运算 ( 指 若干 多 (Q) 到 自身 的 连续 线性 算 子 的 运算 ) 
线性 算 子 A: 儿 (0)-> 儿 (0) 称 为 连续 的 ,是 指 : 
p> DO) Ap; > AgD (NO)). 
4 是 连续 线性 算 子 二 9) 一 0( 儿 (0)) 一 Agpj 一 0( 儿 (0)), 记 做 AE 
LDN)). 
9 (0) 中 的 运算 ( 指 若干 多 (0Q) 到 自身 的 连续 线性 算 子 的 运算 ) 
在 2 (Q) 上 定义 算 子 A* 如 下 : 
设 4: 多 (0) 一 儿 (0) 为 线性 算 子 ,VfED (0),A*fE 3 (0) 由 
下 式 确定 : 
(A*fsp) = 4fsA9) aN PE BO)), 
则 4* ;名 (0) 一 儿 ' (0) 并 且 是 连续 的 . 
按照 这 种 方式 我 们 来 定义 广义 函数 的 各 种 运算 . 
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广义 微 商 
定义 1 设 fE€C'(0),g€E 儿 (0)， 


def 
(0 | .as7czwcodz 


了 | .Acepaswcz)dz 
A Cfoap), 
定义 2 称 3 (一 1)1(8”)* 为 a 阶 广义 微 商 运算 , 即 VYfE 
DF (0),9"fE (0) 由 下 式 规定 : 


(O°f,p) = Df,op (VoE DO)). 
命题 3 (1) 设 FEclG2) , 依 自然 对 应 


Cf = | wre (VY pg€ DQ) 


def 


座 
产生 的 广义 函数 仍 记 做 f, 有 广义 微 商 3,f ( 即 3*f, a==(0,…,0,1， 
0,…,0)). 同时 f(z) 有 普通 的 微 商 3 了, 则 3,f 正 是 3,f 对 应 的 广义 
函数 . 

(2) 广义 函数 对 微 商 运算 是 封闭 的 , 即 任意 广义 函数 Fe 儿 ' (0) 
都 可 以 作 任 意 次 广义 微 商 . 
(3) 车 a,B 是 任意 两 个 多 重 指 标 , 则 
Be 
(4) 广义 函数 收敛 列 可 逐 项 求 导 , 即 
f;> fo—=0°f; > fo. 
注意 在 普通 微 积分 中 , 求 导 与 取 极限 交换 必须 要 求 导数 一 致 收敛 ， 
但 在 广义 函数 中 却 无 这 种 限制 , 换 句 话说 ,广义 微 商 与 极限 总 是 可 交换 
的 . 
广义 函数 的 乘法 
对 于 任意 的 VEC” (2) 以 及 VE 2092) ,定义 
(三 《VON (VoE DD)), 
即 定义 广义 函数 对 C” (0) 函数 的 乘法 为 玫 (2) 上 的 乘法 算 子 的 共 斩 
算 子 . 显然 它 也 是 连续 算 子 . 
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平移 算 子 与 反射 算 子 
定义 4 Vzo€ 到, 定义 rm : 儿 ( 民 )>D( 恨 ) 为 
(rTX) 一 PC 一 Zo) (VPE DR)), 
我 们 称 r. 为 平移 算 子 . 
定义 5 Vxo€ 区 ,i 一 (r_。)*, 即 对 VfE 2D (区 ), 我 们 有 
(Ef PD = fr ap = fHr+zx)) (VpE DR)). 
注 是 平移 算 子 的 推广 . 
定义 6 定义 c: 多 (RR)> 儿 (KR) 为 
(oDz)=H— 2x) (VyE DR)), 
我 们 称 o 为 反射 算 子 . 
定义 7 5- , 即 对 VfE D1( 区) ,我 们 有 
(Gf ,9) = (fo9) (Vp€E DR)). 
注 5“ 是 反射 算 子 的 推广 . 
几 个 公式 
公式 1 若 H(z)= 则 
H(z) = 0(Cz)， 


Bd.H(x 一 Xo) 二 i,6 Cz 一 ZX0). 
公式 2 若 对 Ya= (wm,…,a,), 定 义 
(69,9) = (— I) (VY 9E€ DN)), 
则 Soe 2 (0), 并 且 3*6=6%. 
公式 3 车 A=8s 征 “十 945 则 
| 一 (2 一 2)02.8(z)，7 过 3， 
一 2， 


Aln|z| = 2r6(Cz)， 
其 中 2, 是 隐 中 单位 球面 的 面积 . 
ed 二 ml (m—n) 3 
公式 4 “een = 1 i (CZz)， m 宇 n， 
0 m<=<n. 
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典型 例题 精 解 


例 1 求 |z|l. 
解 VPpECT( 朴 ), 有 
(dlz|,9) (sgnz ,9) 
| | 
0 十 co 
es ,9 到 d d 
EA | waz+| pdz 


| | 
十 co 0 十 co 
一 | Izlgdz=| ZUdz 一 zp dz 
故 3|z| 一 sgnz. 
进一步 ,S|z| 二 63(sgnz), 对 YEC7( 了 本 ), 有 


(3(sgnz)，p》 2(6,9)》 


| | 


= (sgliz,y 》 29(0) 
| | 


十 0 ea 
| Ggnz)9 dz=| wdz 一 | 2 dz 


0 


故 
S|zx| = 26. 
利用 这 个 结果 及 公式 2, 有 
3"|z| 26 人 全 
| | 
S28 |zx|)= 220) =2 "2(6) 
从 此 U 形 等 式 串 的 两 端 即 知 


3"|z| EE 200 一 2)， 
例 2 设 
182 


A 
， 0， 
AE RR!,A 关 一 1, 一 2,…. 


4 一 一 
t= 


0， <0， 
求 3z. 
解 对 VepECF( 朴 ), 有 
二 十 oo 
《9z4 ,9) | A pd 
| | 
十 co 
—Az4 ,pS =| lzlydz 
| | 
een Ee 
=|_ 2Was = | TY dr 
从 此 形 等 式 串 的 两 端 即 知 
3 心 一 儿 z| 一 :三 (z). 
例 3 求证 : 
Sal =P.V. [+]， 
即 
人 中 一 lim| U2) XY pe DUR 
dz 4 e>0J |zl>e 并 
| 证 对 YopECY(RR), 有 
全 3 DCZ) 
Re es x 
| | 注 


2 上 * 宙 
— ln|z|,9) lim (-| Inlzlgdz 一 | In|zlg dz| 


Ee—>0 


十 co 
| lhlipdz “Se lim | in|z|W dz 
~ |z|>e 


从 此 形 等 式 串 的 两 端 即 知 
Bn le =P.V. (|. 
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注 对 YpEcy( 到 ), 有 
-三 Inlwlvds — e(— ol + La 
| | 


= [nlzldp = ~ rinlzl | + | 


十 上 co 
| lel a “| tal | Peg 
| | 
co 十 co 
lnlzldg =— plnlz||: +| Hq 
再 注意 到 
一 9(— e)lnl|e| + 9(e)lnlel 
= dnlel 2 一 下 一 0 (e—~0t), 
即 知 | 
3 十 co 
Su i 时 雹 2CZ) 
lm | | mlzlwaz Inlzlgwdz| 二 Hm 人 这 dy 
3$4 5 上 的 Fourier 变换 
基本 内 容 
Fourier 变换 的 定义 
定义 1 给 定 f€E9(R'). 令 
fé) =| f(x)e-mesdz, 
及 
其 中 
全 到 王 DD 
这 1 
称 f 是 f 的 Fourier 变换 . 


有 时 记 8 多: ff ,于 是 Ff=f .给 定 g€97(R), 令 
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(Zg)(6) =| er)e” dz, 
及 

称 为 g 的 Fourier 逆 变 换 . 

Fourier 变换 的 性 质 

(1) 多 (8 四 一 (2xie) 228( 其 中 分 部 积分 的 负 号 与 复合 函数 求 导 
产生 的 负 号 抵消 ). 

(2) F((—2riz)’p) (£)=0°(F 9) (é). 

命题 2 FEL(T). 

定义 3 在 空间 5” 上 定义 

祁 = 了 FF* (这 = (多))* 

称 为 广义 Fourier( 逆 ) 变 换 . 在 不 会 混淆 时 ,记号 一 可 以 赂 去 . 有 时 为 了 
方便 简 记 多 9 一 9 (Fp=9 ). 

几 个 公式 

下 面 我 们 用 f。 一。g 表示 

8 一 2 或 f= FZg. 

公式 1 O°f。 一 * (2rié)"g. 

RR ne 

公式 3 元 1。 一 ，e "fg (位 移 变 相 移 公 式 ). 

公式 4 ”e*”™'*g。 一 。ztsg( 相 移 变 位 移 公 式 ). 

公式 5 er 。 一 。e"t. 

公式 6 8。 一 …1. 

公式 7 1。 一 …0. 

定理 4 多 有 =T 王 有 8 儿 ， 即 FF=F 

定理 5(Plancherel 定理 ) 设 fEL(R), 则 由 
f=f EL(R'), 
1 了 :=| lz (安保 持 范 数 不 变 ). 
定理 6 若 .jgE 天 (下 ), 则 


(f,g)= 二 ( 实 f, 实 g) (安保 持 内 积 不 变 ). 


feEL(R')=> 
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典型 例题 精 解 


例 1 设 
H”(R)={uEL(R)|oOuEL RD),VYal<m}, 
其 中 范 数 定义 为 
hal, = ( 六 lanxl2) 
lal<m 
又 对 YuEH”( 恨 ), 定 义 
1/2 吉 Cs 
lel = (G+ Il pas) = he + ela 
(1) zl 到 ceo; 
(2) | .| 是 五 "(R) 的 等 价 模 ; 
(3) 玖 "( 开 ') 完 备 . 
证 首先 
上 | (2rz)2| 去 |2d 
四 习 | xz)2| 立 |2dzx 


lal<m 


Plancherel 定理 5 和 
2 lawls—— > 人 2 


lal<m lal<m lal<m 


从 此 TU 形 等 式 串 的 两 端 即 知 
|z| = > a ode 


lal<m 


又 
la = | + el ar) ly;, 
再 根据 一 个 常用 不 等 式 : 
a 二 "和 归 )S Rl |z|)”, 


II 
便 有 


co all’ < lull, < cz lalls. 
到 此 (1),(2) 结 论 已 证 . 下 证 (3). 由 (2) 只 需 证 CH”*( 恨 ) ,ull,) 完 备 . 
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事实 上 , 设 {u,) 是 基本 列 , 即 
[| = ual)’, > 0， 
也 就 是 
| + [zl?) ”iy ldz > 0 ,(n— co) 
对 Vz 一致 成 立 . 由 此 可 见 
(1 + el) 7)) 
是 L2(R) 的 基本 列 , 从 而 {(z)}) 也 为 L( 恨 ) 的 基本 列 . 因为 L?(RR') 
完备 ,所 以 设 


六 L? 
i CO—> VO, 
| 加 
(1 |z| i (2Z) —w, 
则 存在 a.e. 收敛 子 列 


二 }，《{C 千 1z[ 人 D2 Cz)), 
使 得 
bo, + zd, Sw = (+ zl)iy, 
故 有 
如 2 更 
(1 |z|2) ?zz) 一 > (1 |z|?)?v. 
由 此 即 知 


(+ zl)iv € LKR), 
m 2 严 
人 1- 十 | 去 | 纺 2 态 Ke) 下 (1 十 | 并 [3222 站 
其 中 弥 =w. 故 有 lw 一 uj 一 0 (co). 于 是 (及 "( 开 ) ,zl 完备 . 
例 2 对 任意 的 sE N, 设 
HOR) = {uu€ LR)IG + 15 这 (CE LR)), 
其 中 范 数 定义 为 
了 
lu, = la + ei he = (fatale). 
求证 ， 
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(1) 在 HH'( 隐 ) 中 可 引进 内 积 (。,。*), 使 得 
Do 
(2) 对 YuEH'(R)' ,存在 NE Lio( 区 ) ,使 得 
(+ |é|) 3) € LCR'), 
并 且 
FD = | wz)d (VpE FIR)). 
证 (1) 令 
Ne ja 十 Ie Rdd Wa E HCR)). 

与 例 1 同 理 可 证 矿 '( R') 完 备 , 故 是 Hilbert 空间 . 显然 


Ca = al, 
(2) 对 YuEH'( 恨 )' ,由 Riesz 表示 定理 ,3v€ H'( 区 ) ,使 得 
(9 ,0)=u,9), V9 EH'(R'), 
即 有 如 下 TU 形 等 式 串 的 两 端 : 
(sy he 十 1697(6) 5(— é)aé 


| | 
| + |§|2): 9(6) 5d=| .4 + |€)2)'g(— §€) 8(€)dé 


令 
N(€) = (1 |é£|2): d(C— é) 
(= (1 + |€|2)2I + eR) €)), 
则 有 
CL El dey = Ci el Ey 
因为 wvE HC 区), 所 以 
v € Li:(R’), 


dt lS e RCR) EQ Fs De ricke), 
即 得 
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殴 E Ze( 取 )， 
(I+4 || zcé) € LR), 


且 对 VpE 9, 有 
Qu FD | we) + ZE)dE 
| | 
ei | rea 4 [2 五 (一 64 


| | 

| 十 189 9 (€) 3 d=| .0 十 |é|2)'p(— €) 5 (Edé 

从 此 TU 形 等 式 - 不 等 式 串 的 两 端 即 知 
人 区 起 三 | .rce) ‘2d (VE SR)). 
例 3 设 f(z)EL'( 哆 ), 求 证 : 
( 参 亡 (6 = | Cn)e mtd, 

即 f(x) 按 2 (区) 的 Fourier 变换 与 普通 的 Fourier 变换 一 致 . 

证 对 VpECos (RR')， 


( 久 Ff,9) (Ff ,9) 


(f ,Fp) | re (| pd as 
| | 上 | 交换 积分 顺 
(f,9) 一 | Acer (fe ‘pae)ar 


从 此 U 形 等 式 串 的 两 端 即 知 寡 .F 一 多 太 
例 4 求证 方程 Af=f 在 (区) 中 无 非 零 解 . 


证 根据 公式 1, 即 Ff。 一 . (2xié)* 了 ,有 
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3 太一 。(2ri6)eog 由 广 三 一 4 全 广 ， 
训 


Bf 。 2A) 0 f 一 一 4r262 关 7 
因为 A 一 3* 十 9s, 十 … 十 9 ,所 以 
Ar 。 一 .一 4r2|16|2 7. 
于 是 ,对 方程 Af 二 了 两 边 作 Fourier 变换 得 到 
— 4elélf =/. 
接着 有 推理 : 
一 4rz16l2 太一 太 #0 


| | 


(1 +4m|elD) £0, 0 
从 此 U 形 推理 串 的 两 端 即 知 方程 Af==f 在 9( 妇 ) 中 无 非 零 解 . 


$5 Sobolev 空间 与 柚 入 定理 


基本 内 容 
定义 1 设 0QCKR 是 一 个 开 集 ,m 为 非 负 整数 ,1 三 p 志 oo. 集合 
BE la| 三 mm} 


W”™?(0) —— 
按 模 
人 EN 


lz = {3 Iauls)}” = {D> 


lal<m lal<m 
(bbA| 办 7360)] 


ll, = max IE 


构成 的 空间 CW™?(0) ,上 1;,,) 称 为 Sobolev 空间 , 记 做 W”*(0). 
定理 2 空间 W”*(0) 是 完备 的 . 
定理 3 儿 (R) 在 W”*(R) 中 是 稠密 的 . 
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定理 4 空间 (C”(0) ,1,,,,) 不 完备 ,其 完备 化 空间 为 
CH™* 023s). 
当 开 和 一 ce 时 ,万 ”0) 一 仙 ”0)， 
定义 5 权 ' 中 的 开 区 域 2 称 为 是 可 扩张 的 ,如 果 Ym€ N,VZE 
[l,co], 习 T: 术 ”CO2) 一 W”( 民 ) 是 连续 线性 算 子 ,并 满足 
Tulo=u (Vu €E 人 友 ”20))， 
定理 6(Soboley 众人 定理 ) 若 QC 民 ' 是 一 个 可 扩张 的 区 域 ,mm > 
z2/2, 则 本 ””( 慌 ') 可 以 连续 地 嵌入 CC 了 RD) , 即 
Wi RY CE Ge ey, 
定理 7 设 KK 是 R 中 的 紧 集 , 则 集合 
Wi;= {v E W "CRY ol 和 loCz) = 0 (r&K)} 
在 L:( 婚 ) 中 是 列 紧 集 . 
定理 8 H*(0) 是 Hilbert 空间 ,其 内 积 》 
《25 二 2 |, ENE Srv ydz. 
lal<m 


设 五 了 (2) = 五 (CC2) ,那么 为 了 JE 万 "(C2) ,必须 上 且 仅 须 
3 了 gcEZ2z(C2) (la| 志 m) ,使 得 


sp = Digs) Spdr Cee HD)). 


lal<m 


推论 9 每 个 f€E 瑟 (0Q) 是 (0) 函 数 的 广义 微 商 之 有 限 和 : 
f= I SB RV BoE HY CD. 


和 
特别 当 mm 二 n/2 时 ,已 *60 可 以 焉 纺 地 殷 信 C(02). 因此 当 mm 二 n/2 时 ， 
C(C2) 上 的 线性 连续 泛 函 属于 五 (2)， 即 
HD ECC GO = HH "(0). 
特别 是 $ 函数 属于 妃 (02). 例如 当 n==1 时 , 设 zo.€ (a,5), 则 
phH> (60 ,9) = PCzo) 

在 CGO2) 上 是 线性 连续 的 ,从 而 

ON ETE (0% 
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典型 例题 精 解 
例 1 若 aE€EC?>(R),uEW™?(R), 则 a。，uEW”?(R), 并 且 存 
在 常数 C( 依 赖 于 a) ,使 得 
、 al ;EC lls. 
证 YaECy( 取 ') ,考虑 两 个 函数 乘积 的 广义 导数 ， 
Sl ds » Ofa < 1 68(z)|, 


PK PK 


dC(a. #)| = 
由 此 推出 


la $1,,, < C Ny,,,. (1) 
VuEW”*( 隐 ) ,根据 本 节 定 理 3,3 ps€Co( 民 ) ,使 得 
gs 一 wu (在 W”*( 限 ) 中 )， 
根据 不 等 式 (1) ,有 
a* 9 是 W”?( 恨 ) 中 的 基本 列 ， 
a* 9 一 au (在 LC(R) 中 ). 
由 此 推出 a，g>au (在 W”?(R) 中 ), 故 有 
Pp 一 wu (在 W”*( 区 ) 中 )， 
a 一 一 UL (在 W”?*(R) 中 )， 
G) =>lavgils,, <C lpl,,,. 
令 &->co, 即 得 
Da» zl SC la,,,. 
例 2 设 0Q=(a,5),VfEL*(0). 求 证 : 存在 唯一 的 zx€ H3(0)， 
使 得 
7， 
并 且 7T: fz 是 上 (0) 到 HH*(0) 的 线性 连续 算 子 . 
证 设 0Q=(a,6)， 
(u,v)1 [wv (V u,v € Hi(N)) 


是 瓦 ,%C2) 上 的 一 个 内 积 ,而 对 Ye Z2(2) ,根据 Poincare 不 等 式 , 有 
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[er 
<cClllvl, (vv € HQ)). 
这 表明 H | 一 fvdt 是 HCQ) 上 的 一 个 线性 连续 泛 函 .应 用 Riesz 表 
示 定 理 ,3xE€ Hi(Q) ,使 得 
CD — fvd (Vv€E HO)); 
即 有 
Sj 三 | ' .vidi = | — Jods Wn CCCO 


由 此 推出 x"=. 
为 了 证 z 的 唯一 性 ,我 们 用 反 证 法 .如 果 还 有 


(CD 人 — fvdt (Vvw€E HN)), 


则 有 
(元 一 xz) 一 0 (VvE HI(M)) i=. 
于 是 
E00) | 
一 ZE 万 (0). 
ZE 万 CO) 一 € LI(N) 
再 根据 Poincare 不 等 式 , 有 


zh, C lz’ 
| | 
| Lara | hehe + [lzl'dr<c( | lz + [lz' lea 
从 此 U 形 等 式 -不 等 式 串 的 两 端 即 知 
a CB: 01) 
再 在 
C0)1 — | ~ fodt (Vv € HQ)) 


中 令 v= 二 zx, 即 得 
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ei | a MF llal. 


联合 (1), (2) 两 式 , 即 得 
xls, SC NF lz < C Nf lx,. 
由 此 推出 
lla eC | ls 
故 了 了 ; fF> 是 线性 有 界 算 子 . 
例 3 设 f(z)EHo( 一 1,1), 求 证 : 
(1) f(—1)=f(1)=0; 
(2) f(z) 绝 对 连续 ; 
(3) f'(z)EL( 一 1,1) (这 里 “ ”是 指 求 p. p. 微 商 ). 
证 (1) 由 嵌入 定理 6,W”?(Q)C- C(f[2) (mn/p), 而 
HN) = HH™ (00) = Wn), 
由 十 
12 一 1， 和 一 1， = 2=>m > n/p,， 
所 以 
fx) € Hi(—1,1)=>f(zx) € C[— 1,1]. 
此 时 ,由 f(x) EHi( 一 1,1) 一 39;(z)EC?( 一 1;1) ,使 得 
|9;Cz) = fz) 一 0， 
还 由 谍 入 定理 ,有 
lw Cao i Cys) 
进一步 ,有 
p(Xz)f(z)—>f(+ 1)=0. 
(2) 由 于 
flz) € Hi(— 1, ELD(=1,1) 


=—>f(zx) = |_f' Wa, 
所 以 f(x) 绝对 连续 . 


(3) 由 (1) 式 中 f(x)EHi( 一 1,1) 知 f'(x)EL:( 一 1,1). 


例 4 设 fEH'( 妇 ), 求 证 : 当 ss 二 n/2 时 ， 
194 


(2) 


(1) 


GD) f (EDR); 
(2) f(z) 与 虱 上 的 一 个 连续 有 界 函 数 几 乎 处 处 相等 . 
证 (DD) 由 fEH(R)==>(1 十 || 了 (6)EL:( 隐 ), 又 知 
Fey = I IE FE CL | 2 
因为 当 s>>n/2 时, (1 十 #1) 了 EL2( 隐 )( 注 ), 所 以 
f 8) € LR). 
注 当 s>n/2 时 , 设 :一 "| 二 十 4| , 则 有 思 >>>0， 


A 1 
弘一 二 和 三 d 
ES 0 
1 
二 
E apama+ te 


BT 1 


i CE 
(2) 因为 1&)E Li 区 ), 所 以 
f(x) = | /ee dt 
及 
是 正 ' 上 有 界 的 连续 函数 | 有 界 性 由 广 E 志 (下 ?保证 ,连续 性 由 控制 收 
化 定理 可 在 积分 号 下 取 极 限 im7co=| lim Fe)es… sd6 一 /(zo) 得 


dé; =o0. 


到 | . 

例 5 设 mE N,m 宇 2; 又 设 

H™={f€ 1+ 1) ?fe) € 12(R')), 
在 五 “中 定义 范 数 
Fl = 1 1 fm (VfEeH™). 

求证 : 车 fE 态 ”, 则 它 可 以 表 为 有 限 个 L( 民 ) 函 数 的 导数 之 和 . 

证 首先 证 明 : 

+ |éID 六 6) E LCR) 
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一 (6) Lz( KR'). 
Te A WL 
事实 上 , 当 加 二 2 时 , =” 两 头 是 一 样 的 ,当然 正确 . 而 当 加 之 2 时 ， 


pr ,g(X) 二 x? 是 凸 函数 ,所 以 ,车 令 0 二 1, 则 有 


浅 人 3 1 十 | 人 |” 十 | 外 | 了 十 党 十 | 名 | 
n 十 1 1 


| | 
下风， 二 人 
WD 下 本 同人 和 


ba 


nm El 交 |32 


Lo ls EE ee es 


因此 
(十 1869-2 68) € LR) 
三 (6) 
L:(R’), 
Bo 
从 而 
A def fF(6) 
_def_ IL2CR'). 
ne Be Rr ht 
由 此 得 到 
f= g++ 1" 十 … 十 151") 
= > ze | 
一 EC6) 十 六 全 Ex(C5)， (1) 
k=1 
其 中 
CD 是 二 ze | 


因为 上 。 一 士 1, 所 以 4(&) EL( 区 ). 进一步 改写 (1) 右 端 为 
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^ 和 SR 二 (2nié,)™ 
f(€) = g(€) 十 2 gi(€) = g(€) 十 人 a ga(é). 
再 用 反 演 公式 ,得 到 
f(z) 一 SCZ) 十 > ne 


这 里 gi(z) 二 cx 了 FF g(x)EL( 区 ), 其 中 必 是 与 & 有 关 的 系数 , 取 值 1 或 
= a 

例 6 在 空间 二:( 一 co ,co) 上 ,考查 微分 算 子 

4= 捷 ，DC) = 下 (一 coo)， 

求证 : 

(1) p(A)= {XE C|Rei#0); 

(2) op(A)= 8; 

(3) o(A)=o0.(A4)= {4€ C|Re4=0}. 

证 设 f€EL( 一 oO,c0), 并 且 wE€ED(4) 是 方程 

(A4A—Vu=f 
的 解 . 根据 广义 微 商 的 定义 ,有 
CAusv) =— (wv), VvE CEN BI) 

下 面 我 们 证 明 上 式 对 Y EH!'( 一 oo ,oo0) 成 立 .根据 本 节 定 理 3, 对 Yv 
2 ord A TE 见 少 


工 ? 
I = ly 天 一 > ©0y 


故 有 
(4zon) =— (uy0) Auyv) =— Co)，VYueE HI(— coco)， 
因为 (一 0,c0)CH1( 一 co ,co0), 所 以 有 
(Auyv) 一 一 (uw), VvE 2( 一 coyco)， 
于 是 对 VfEL?,v€ 597, 我 们 有 
(CA — (u,v' 十 加 ) 
| | 
(Au OO— u,v)= CAu,v) 一 (hu,v) 
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从 此 U 形 等 式 串 的 两 端 即 知 
(fv) =— (usv' 十 各) 
由 此 ,根据 本 章 §4 定理 6 和 公式 1, 对 YvE 9, 有 
(Av) ([2riz 一 人 多 zw Fv) 
| | 
一 (多 四 多 [wo + i])=— (Fu,[L2riz + AHFv) 
从 此 TU 形 等 式 串 的 两 端 即 知 
(Ff FV) = 2rir— A Fv), VE5 
进一步 ,在 上 式 中 ,对 Yw€ 97; 令 v0 二 .Fw, 便 有 
(Ff w= 2rir—AFuw), VwEY. 


由 此 即 知 
Ff = riz — VFu Fu 一 C1 
等 式 (1) 告 诉 我 们 : 
(1) 如 果 1 一 xc 十 Ba 天 0 


12xiz 一 会 |al 
再 根据 本 章 8$ 4 定理 5, 有 
| 多 zl = ad = 1 
lIF71 = 人 
故 有 zxEZ2( 一 coyco)， 
再 由 本 章 $ 4 公式 1, 有 


2N17 


Fu = 2rirFu oo mir iF 
而 
2 六 |= 2 元 | 下 | 
2riz 一 MArr op — anBzr 
因为 
， 2x|z 
im 一 
= dn 二 Br — 4nBz 
所 以 了 | 在 (=， co) 上 有 界 . 设 | 型 2 |<m, 由 $4 定理 5 
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则 有 
lIFul<MIFfl= lvl < MA. 
故 有 w' EL( 一 00,c0). 联合 
We 
il € L:(— oo0,00) 
综 上 所 述 , 当 a 关 0 时 ,4 二 a 十 BIE pC(4), 并 且 有 


CE 下 
A — A)i! 二. 
K je 


(2) o,44)= 二 名 .事实 上 ,如 果 二 0, 由 等 式 (1) 即 知 
Fu = 0 一 = 0——N(A— A) = {0}. 
(3) 如 果 4= 二 a 十 Bi,a 二 0, 即 4 应 ,由 等 式 (1) 可 见 , 当 z 一 起 时 ,有 
端 分 母 是 零 ,.Zu 不 可 能 属于 L( 一 oo,o0), 除 非 等 式 (1) 右 端 分 子 也 
为 零 , 即 


| 县 | EE "一 | yd 三 恋 (2) 
现在 ,一 方面 , 举 出 一 个 函数 
iBe 
f0) 一 E Li(— ,00), 


显然 不 满足 (2) 式 ,但 (1)EL( 一 oo0,00), 故 
RABI 一 4) Li(— ,0). 
另 一 方面 ,对 YfECY (一 00,00) ,4 二 a 十 Bi€ C, 方 程 
证 一 22 二 == 
两 边 同 乘 以 e 一 ,两 边 再 从 0 到 z 积分 得 到 


本 CO 下 | eepde， 
方程 两 边 同 乘 以 e, 并 取 绝 对 值得 到 
xz(0) 十 | @. HF dE 


2 
0 


lzCz)| = le™| 


由 (3) 式 可 见 , 当 >0 时 ， 


[zz) | 一 co (一 co)， 


C3) 


除非 
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(0) 十 | ef = (4) 


于 是 , 当 a 之 0 时 ,为 了 u(rz)EL( 一 oO,00), 必 须 (4) 式 成 立 . 当 (4) 式 
成 立时 ， 


St 二 | seod 
| | 
ep | 二 | e/ae | ef 
从 此 U 形 等 式 串 的 两 端 即 知 ,方程 允 一 Mx 王 三 的 解 


(CY) = | sode (5) 


lu(z) | > .00 (z= -00), 
除非 
0 
u(0) = I e*f()dz. (6) 
于 是 , 当 ae<0 时 ,为 了 zx(Cz)EZ2( 一 coyco), 必 须 (6) 式 成 立 . 当 (6) 式 
成 立时 ， 
e “u(xz) 下 e f(z)dt 


| | 
0 | ed 一 | eA | fa 
从 此 可 形 等 式 串 的 两 端 即 知 ,方程 w' 一 == 了 的 解 
u(xz) = 外 er DF (7) 


一 co 


在 (4) 9 (6) 式 中 , 令 a 一 0, 应 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 ,得 到 


“0) + | ew 0 
E 一 -| e *f()dt = 0, 


0 R 
wt 三 | e- 交 FGz)dt 


一 co 


即 (2) 式 成 立 . 在 (5),(7) 式 中 , 令 a->0, 应 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 ， 
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得 到 
U(X) 一 一 | er ?fed 2 


(8) 
( 先 站 二 | et DFC dz. 


因为 (2) 式 成 立 , 所 以 (8) 式 的 两 个 表达 式 是 兼容 的 . 
根据 (8) 式 易 知 ,对 YAECY (一 oO ,00), 方 程 w 一 iBu 一 f 的 解 u€ 
CF?( 一 oo,00). 因 为 CY( 区 ) 在 (一 oo,o) 中 稠密 ,所 以 
RAaBI— A) 二 Z2( 一 co,co)， 
联合 
OR TE 时 
RABI — A) = L’:(— 00,0%) 
最 后 ,因为 
C= {ReA#¥0} U {ReA=0}=p(A) Ucs(C4)， 
所 以 
oc(A)=o0.(A)= {XA€ C|Re4=0}. 
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第 四 章 ” 紧 算 子 与 Fredholm 算 子 
$1 紧 算 子 定义 和 基本 性 质 


基本 内 容 


定义 1 设 久 ,2 是 Banach 空间 ,4 是 .27 到 多 的 线性 算 子 ; 汉 
设 B={z€E.2 zl 过 1}) 为 和 2 中 的 单位 球 ,车 40B1) 在 多 中 是 紧 集 ， 
则 称 4 是 紧 算 子 . E (2 ,多 ) 表 示 所 有 紧 算 子 构成 的 集合 ; 当 包 一 .2 
时 ,将 其 简 记 做 EC27). 易 知 
AEC(HR ,YD) 
< 一 对 于 多 中 有 界 集 B, 有 4(B) 在 中 紧 
< 对 于 多 中 任意 有 和 界 点 列 {z,),{4z,) 在 多 中 列 紧 . 
命题 2 关于 紧 算 子 有 以 下 简单 性 质 : 
(1) CE(C27 ,2 ) 是 线性 空间 ; 
(2) EH CL HR ,YD); 
(3) 6E( 多 ,名 ) 在 纺 (%,2) 中 是 闭 子 空间 ; 
(4) 设 AEE( 久 ,2), 多 ,C.F% 是 闭 线性 子 空间 , 则 
A A EC(HR,D); 
(5) 若 AEC( 多 ,2), 则 RCA) 可 分 ; 
(6) 车 AE 妈 (名 ,2 ),BEY(2WH ,YY), 且 4,B 中 有 一 个 是 紧 算 
子 , 则 BAECE(%, 儿 ). 
定义 3 4 全 连续 算 子 是 指 ,AE€ 5(%*,2B), 且 


ZX, 一 X 一 > Ax, 一 Ax( 强 收敛 ). 
命题 4 4EC(C2T,U) 二 4 全 连续 . 
多 自 反 


定理 5 7TEC(C2r,2U)< >T EC ,2 ). 
定义 6 设 TEE( 名 ,3%), 若 dimR(T) 二 oo, 则 称 T 是 有 穷 秩 算 
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子 . 一 切 有 穷 秩 算 子 的 集合 记 做 下 (2 ,2 ). 显然 有 
F(%,2%) CCR,D). 
车 TEF( 多 ,多 ), 则 
TT*RD; 放下 轩 J」 dmRGY 二 di 六 RR(W 汐 ; 
定义 7 对 于 fE.%R',yE2B ,用 y@f 表示 下 列 算 子 : 
2 rH Fy VN ELER, 
称 它 为 秩 1 算 子 . 
定理 8 为 了 TEFR(C27,2) ,必须 上 且 仅 须 3 yyEZ 多 ,大 E2 (i= 
2,…,n) ,使 得 


Ts OF 


定义 9 设 2 是 一 个 可 分 的 加 空 间 ,{e,)? 了 CF, 称 为 是 .多 的 一 
组 Schauder 基 是 指 : 2 存在 唯一 的 一 个 序列 {C, (xz)), 使 得 


z+ = lim » DC, (2)e, (于 多 中 ). 


定理 10 若 可 分 B 空 空间 .9 上 有 一 组 Schauder 基 , 则 
F(%)= CR). 


典型 例题 精 解 


例 1 设 有 是 一 个 无 穷 维 刀 衬 空间 ,求证 ， 若 4EG(C2r), 则 4 没 
有 有 界 逆 . 

证 用 反 证 法 . 如果 4 有 有 和 界 逆 4 , 则 有 44 一 =4- :4= 工 根据 
命题 2(6),TEG(2r), 从 而 也 (0,1) 是 列 紧 的 ,于 是 根据 第 一 章 8$ 4 推 
论 15,2 是 有 穷 维 的 ,矛盾 . 

例 2 设 多 是 一 个 B 空间,AE 纺 (%) 满 足 |Azl 之 a llzllCv zeE 
2), 其 中 是 正常 数 .求证 : AEE( 多 ) 的 充分 必要 条 件 是 .2% 是 有 穷 
维 的 . 

证 必要 性 因为 |Azl 宇 a lzxl(Y zeE22) 表 明 4 有 有 界 道 ,所 
以 根据 例 1,.2% 是 有 穷 维 的 . 

充分 性 ”因为 .2 是 有 穷 维 的 ,所 以 B (90,1) 是 列 紧 的 ,从 而 
AB(0,1) 是 列 紧 的 , 故 AEE( 久 ). 
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例 3 设 .2 是 巨 空间 ,4ECG(C2m) ,2 是 :2 的 闭 子 空间 并 使 得 
4 多 性 多 .求证 : 映射 了 : [zj]F=[4z] 是 商 空间 多/ 多。 上 的 紧 算 
3 
证 “只 要 证 映射 工 映 .多 /多 。 上 的 有 界 集 为 列 紧 集 . 
事实 上 , 设 | [xjl 志 C ,根据 第 一 章 $4 例 13(2), ZELz,j, 使 
得 区, 中 志 2C. 又 因为 A 多 CC 多 ;所 以 
TE ld [Azx,] = LAz,] 


| | 


A = Az € ANICR 
从 此 U 形 推理 串 的 两 端 即 知 
区 E Lz, 本寺 [= AE 
因此 
T[z,] = LAz,] = [Az,]. 
进一步 ,因为 |z, 上 2C,AEE( 多 ), 所 以 Az 一 y. 又 [。] 是 线性 连 
续 映 射 , 故 有 
TE Te A my] 
由 此 可 见 , 映 射 荆 映 多 /多 5 上 的 有 界 集 为 列 紧 集 , 故 
TEGEC(HR/R,). 
例 4 设 AE 纪 (2 ,2),KEEC( 有 HF ,2 ), 若 R(4A)CR(K), 求 证 : 
AEECE(HR ,YD). 
证 对 VY [zx]E 多 /NC(K),K[r]- 一 Kx, 因为 KEE(9 ,2), 所 
以 EECE( 多 ,2). 令 5S 为 多 空间 的 闭 单 位 球 , 则 S 十 N(K) 是 
多/N(K) 中 的 单位 球 , 且 放 (S 十 N(K)) 二 K(S) 是 列 紧 的 ,从 而 放 是 
紧 算 子 . 又 是 单 射 连续 算 子 , 故 尺 ' 闭 , 且 
DR = RK) SD RAD, 
从 而 尺 4: 多 一 多 /N(K) 是 闭 算 子 , 且 定义 域 是 全 空间 (当然 闭 ). 根 
据 闭 图 像 定理 ,从 .4 有 界 , 因 此 ,根据 命题 2(6) ,有 
A=K(K A) ECC2T 2). 


紧 ” 有 界 
例 S 设 2 是 Hilbert 空间 ,4: Se ZR 是 紧 算 子 , 又 设 iT09 
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yn 王 Yo; 求证 : 
(zs AY,) 一 (Tos AY). (Nn— ce)， 
证 因为 在 Hilbert 空间 中 , 紧 算 子 是 全 连续 算 子 ,所 以 
多 一 yo 一 4y 一 4y (2 一 co). 
进一步 ,有 
| 二 (xo, Ayo) | 
= |(z,rAy,) 一 (op 人 WTA — (zo Ay0)| 
| 全 | 


< Jz,llAy, — Aso Cr — ro AyD|. (1) 
又 因为 xz, 一 zo, 所 以 
| = oA yy) | -0 (n> oy). (2) 
还 因为 x, 一 zxo,; 所 以 人 jz) 有 界 , 故 有 
lz 由 lay 一 Ayoll 一 0 (2 一 co). (3) 
联合 (1),(2),(3) 式 即 知 


《六 
例 6 设 久 ,2 是 B 空间 ,AE 纺 (R22), 如 果 R(A) 闭 , 且 
dimR(4) 一 co ,求证 : 4 入 EC20 ,2 ). 
证 ”用 反 证 法 .如 果 4ECG(C2T,g)，, 令 多 =RG4), 则 多 。 是 无 穷 
维 B 空间 . 令 
R=R/N(A), Alz]= Ar (VzE€ [zy)), 
则 有 AE 经 ( 久 ,,2,), 并 且 是 单 射 \ 满 射 . 由 逆 算 子 定理 , 3 4 '€E 
(2 ,Ro), 于 是 T=AA EE (2 ,), 从 而 2, 中 的 单位 球 BC(0;1) 是 
列 紧 的 . 于 是 根据 第 一 章 $ 4 推论 15,2%, 是 有 穷 维 的 . 这 与 dim% ,= 
co 矛盾 . 
例 7 设 w,E€ 区 ,w,>0(n 一 oo), 求 证 : 映射 
下 (tot, (CV {SEF) 
是 (p 宇 1) 上 的 紧 算 子 . 


证 VE ye ES 
对 站 


一 一 一 一 僵 一 一 一 ~ 
Te = (CS ata Ei 0 sD 
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则 有 dimR(Txw)<co ,因此 TwrEG(O. 又 
oo 全 
ITé — Tél = { 5 lo6l 和 二 saplwl lsle， 
n=N+1 7 六 
由 此 可 见 ， 
IT — Tvl < suplo|l >0 CC 一 co)， 
于 是 根据 命题 2(3)， 
TE GU). 
例 8 设 QC RR 是 一 个 可 测 集 ,又 设 K(z,y)EL*(QX0), 求 证 : 


A un)| Kes)uly)dy (V u EL C0)) 
是 (02) 上 的 紧 算 子 . 
证 因为 (0Q) 自 反 , 所 以 只 要 证 4 全 连续 , 即 


2 一 0 一 4 一 0 (n—> 00). 
由 第 二 章 § 5 例 23, 只 要 证 | Au,| :一 0. 
事实 上 ,因为 Us 一 0, 所 以 
| Kz)dy ~ 0 一 co) ae. YrENQN, 


因而 
Au,le = | Kos wu dyldz 一 0 (> 0). 
例 9 若 4ECE(C2z),{e) 是 Hilbert 空间 22 的 正 交 规范 集 , 求 
证 : lim(Ae,,e;)=0; 
证 因为 {e;} 是 2 的 正 交规 范 集 ,所 以 根据 第 一 章 $6 定理 18 
(Bessel 不 等 式 ); 对 VY zE:22 有 
交心 
k=1 
根据 收敛 级 数 的 必要 条 件 , 有 
lim (zx ,e,) 0 VE 
这 意味 着 e, 一 0. 接着 由 命题 4,4E EC(2c) 蕴 售 4 是 全 连续 算 子 , 故 有 
e), 一 0 一 4e, — 0. 
最 后 ,根据 第 二 章 8$ 5 例 21 推出 
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(Ae,,e,) 一 0. 
例 10 设 久 ,2, 宅 是 B 空间,%C2BCX, 如 果 避 CC- 2 的 嵌 
入 映射 是 紧 的 ,2 C- 之 的 嵌入 映射 是 连续 的 ,求证 : 对 Ye 之 0， 
3 C(e) 之 0, 使 得 
lall, < ellal, 二 CCe) llull, (OY ze 2)， 
其 中 中 ,| ,l*| 分 别 表示 .多 ,多 , 之 空间 上 的 范 数 . 


证 V wu€ 有, 令 o 一 他 太 , 则 lo 一 1 要 证 的 结论 可 改 述 为 : 对 
V s>0, 存 在 CCe), 使 得 
lo 由 入 < 二 Ce ol (Vv € BO,1)), 
其 中 B, (2,1) 表 示 .2 空间 上 的 开 单 位 球 . 
用 反 证 法 . 如 果 上 述 结论 不 对 , 即 3 eeo>0, 对 VEN, 了 wwE 
B1(0,1) ,使 得 


lvl > s+ a loll;. G) 
显然 由 (1) 式 可 推出 
lu > sw， 
1 (2) 
lw < 二 lo. 


进一步 ,由 条 件 名 C- 多 的 谋 入 映射 是 紧 的 ,从 而 是 有 界 的 , 故 
习 M>0, 使 得 
lzl, < Ml (Vue€e 32)， 
这 样 便 有 


M 
lv ols < odd 


n 


由 此 可 见 ， 


| :ls 
光一 (3) 


但 是 ,从 lv 由 二 1 和 :2 CC- 名 的 嵌入 映射 是 紧 的 可 推出 3 w。 1 .1 


v, 表 从 乡 CC- 之 幅 入 映射 是 连续 的 ,又 有 
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vy (n ~> co). (4) 


这 样 ,一 方面 ,联合 (3) 和 (4) 式 ,得 到 


v= 0 一 | = 0. (5) 
另 一 方面 ,(2) 式 中 的 vl, 之 6, 令 n 一 oo, 推 得 
ll = so (6) 


这 使 (5) 和 (6) 式 矛盾 . 
例 11 设 无 穷 维 向 量 


8 一 (000,1,0，… 友 3 
z 个 


即 第 ”个 坐标 是 1, 其 余 坐 标 全 是 0; 又 设 Cu 表示 以 0 为 极限 的 z= 
(zi,To，… ,Xa，…) 的 全 体 ( 即 limzs 一 0), 并 在 Co 中 赋 以 范 数 zl = 
sup |z,|. 求证 : 集合 {6””}?” 是 C。 空间 的 Schauder 基 . 

证 设 z= 一 (zzpzoECo, 则 对 Yes>0, 3 NE N, 使 得 
|z, | 二 e (Y nn 宇和 N), 从 而 


n 
|z— Dl a0" e 
k=1 
| V 
|z 一 [名 本 Cs se ,zy0,0，…)|| 一 | (0,0)° 07 Tn+1 rT | < | zx 
大 之 ?十 1 


从 此 U 形 等 式 -不 等 式 串 的 两 端 即 知 


到 二 > 0 
n=1 


进一步 证 明 表 示 系 数 的 唯一 性 .事实 上 , 设 z = DDE ， 则 对 
VY se>>0, 3 Ni,NE N, 使 得 


n 
3 (h) 
A 二 |z 一 > 元 个 
k=1 


< Va, 


A, |> a So" 
k=1 


现在 当 nmax{Ni ,和 Ns} 时 , 即 有 
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二 


所 


> 区 三 YO® 
| | 
|(z fe De Re (zx 二 Do”) |< 人 十 分 3 各 > 
从 此 U 形 等 式 -不 等 式 串 的 两 端 即 知 


CZ y06°| Xe, Vn mxtNiN,): 
k=1 


再 注意 到 
D3 (pr WO = CG Ws rt Ya hs 
k=1 
便 有 
sup |z4— ysl| E 
1<k<n 
| V 


| 《而 一 yi 2 一 Vy2， ,一 六 一 
从 此 U 形 等 式 -不 等 式 串 的 两 端 即 知 一 z 
例 12 设 .27 是 Banach 空间 ,S=(zE.211zl=1). 求 证 ， 
(1) 如 果 TEGE(C2 DinttlTz 人 一 9, 那么 OET(S); 
(2) 如 果 TEC(C2r)NC2T) ,那么 OET (CS). 


总 (zi 一 办) 
k=1 


Db se 
又 因为 TEG(27) ,所 以 了 {zx,) ,使 得 (Tz, } 收 敛 . 由 
0<1Tsl < 元 


即 知 
ITz, | > 0—Tz, > 0=>0 € T(S). 
(2) 用 反 证 法 .假设 9&T(S), 由 第 (1) 小 题 , 即 知 
inf {Tzl) Sx 
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对 VY z 尖 0, 因 为 | [ES ,所 以 
17z| 


Wa- | > inf{lTzl), 


从 而 
I7zl > inf(lTzl) lzl, Yr€ 到 
因此 R(T) 在 名 中 是 闭 集 .事实 上 , 记 mm 一 inf{17Tzl), 设 Tx,>y(n> 
co), 则 有 {Tz,} 是 基本 列 . 由 
7'6a =— ml = es = 
即 知 {z, } 是 基本 列 . 因为 .名 是 Banach 空间 ,所 以 {zx} 是 收敛 列 . 设 
Xs>X(n 王 co0), 由 了 的 连续 性 ,有 Tx, 一 了 Trln 一 0), 联合 
Ty 
ee eA 
这 就 证 明了 R(T) 在 :有 中 是 闭 集 ,从 而 R(T) 是 B 空间 .将 T 看 做 
多 一 R(T) 的 映射 , 便 是 满 射 .根据 第 二 章 § 3 定理 7( 开 映像 定理 ),T 
是 开 上 映射. 因此 ,根据 第 二 章 § 3 命题 6, 3 3 二 0, 使 得 
U(0,6) CT(B(O0,1)); (1) 
其 中 U(9,6) 表 示 R(T) 中 以 9 为 中 心 ,以 6 为 半径 的 开 球 . 
进一步 ,对 R(T) 中 的 任意 有 界 集 K, 3 M 二 0, 使 得 


K CUCO,MO). (2 
因为 了 是 线性 算 子 ,所 以 由 (1), 有 
UG,M6) CT(BOY,M)). (3) 
联合 (2), (3) 式 , 即 知 
K CT(BO,M)). (4) 


因为 TEC(C22) ,所 以 了 (CB(, MD)) 列 紧 , 从 而 完全 有 界 . 因此 根据 (4)， 
KK 也 完全 有 界 , 于 是 天 是 列 紧 集 . 再 根据 第 一 章 $ 4 推论 15,dimR(T) 
<<co. 这 与 了 所 斑 (227) 矛 盾 . 这 矛盾 表明 0€E TCS). 

例 13 求证 : 6(2) 与 1 等 距 同 构 . 

证 对 Vy==(yiyyo，…*)EL ,定义 T,E(L) 为 


T,X 一 | no 让 去 /Ee CW 
n=1 
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其 中 ,一生 (1,0,0,…)E7?, 因 为 ,是 秩 1 算 子 , 所 以 


T, EEC )， 
并 且 y 上 ~T, 是 一 个 线性 映射 .应 用 不 等 式 
[Tal = | Dzy,) < al ll 
我 们 得 到 yr 
Tl = sup Ue < lol, a) 


又 若 取 天 = {zx,} 二 {%}, 则 有 


[Tz = | 3 yi3,| = D1y,1* = lo 有， 
n=] n=] 
由 此 可 见 ， 
|T ,zl Liegeal 人 
站 坟 ， 由 a 
联合 (1),(2) 两 式 即 得 
Tl = jyl. 
于 是 6 (7) 与 7 等 距 同 构 . 
3 2 ”Riesz-Fredholm 理论 
基本 内 容 
记号 


def 
对 VTES(R BS) ROTOE—T(%), 


NO 2 fe 人 : 


对 任意 的 MC 人 % ,NC *， 
def 


iM {f ER’|(f,r)=0(YV zr EM)), 


人 
记 了 人 =T 一 4, 其 中 
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1 
A: zWr=| K(t,s)r(s)ds, 
0 
而 KGs,t)EC([0,1]X[0,1]). 由 的 定义 可 得 一 些 重要 结论 . 


重要 结论 
引 理 1 车 TE( 人 RB), 则 

RTI = NT*)+, R(T*)= +N(T). 
定义 2 称 TE( 久 ) 是 闭 值 域 算 子 ,是 指 

RDO .ROT). 

定理 3 若 4EC(C27), 则 T=7 一 4 是 闭 值 域 算 子 . 
推论 4 若 4EC(C2m),T=T 一 4, 则 

RU SN RO NT 
定理 5 AE 纺 (%) 一 ol(A)==o(4*'), 其 中 ol(h) 表 示 4 的 谱 集 . 
定理 6 若 4EC(C2r)，7=7T 一 4, 则 

N(T) = (0)< 一 RCIT) = 2. 


定义 7 设 MC.2 是 一 个 闭 线 性 子 空间 , 称 


def 
codimM —— dim (2% /M) 


为 M 的 余 维 数 . 
引 理 8 设 MC.2 是 一 个 闭 线性 子 空间 ,那么 (多 /M)* 尘 +M. 
引 理 9 若 4EG(C2r),T=T 一 4, 则 
codimR(T) < dimN(T). 
定理 10 若 AECE(%),T=1 一 4, 则 
(1) N(T)={0} R(T)= 2 ,; 
(2) glTY=0CT "Ys 
(3) dimN(T)=dimN(T*)<o0; 
的 
(5) codim R(T)=dimN(T). 


典型 例题 精 解 


例 1 设 久 是 B 空 间 ,MC.% 是 一 个 闭 线性 子 空间 ,codimM= 
n, 求 证 : 存在 线性 无 关 集 {9.)i_， ,使 得 
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M= 门 Ng). 
k=1 
证 codimM==n= 一 dim( 多 /M)=n. 设 Le1j,…,Le,j] 是 dim( 多 / 
1 = 
.Le;]) SS Ox (k 一 1，…72)， 


0， J 关上 
由 f 产生 以 如 下 : 
def ~ 
x) = ND KYLE BD. 
下 面 首先 证 明 {9.)?_1 是 线性 无 关 的 . 事实 上 , 若 2 crn 三 0 那 尼 
vy ZE:r, 有 
0= Danlz) = 2 onlLz)). 


在 上 式 中 ,代入 [xj]=[ejyj 十 M (j==1,…,n), 因 为 9.(M)==0,9([e;]) 
二 Gx; 所 以 


0= Dore =0 (= 1,.%,n). 
k=1 
其 次 证 M= 门 N (9). 事实 上 ,MC 由 NU) 是 显然 的 .反之 ,者 > 
k=1 一 了 


E 门 Nm) ,那么 
k=1 


XE (NN Ng) [je 门 X(Z) 
k=1 al 


| | 


G(X) = 0( = 二 ,1)=>9,([z]) = 0(k 1,*** ,7) 
从 此 形 推理 串 的 两 端 即 知 
员 ([z]) =0 (= 1,.…,n). (1) 


设 [z] = Doiej], 由 (1) 式 知 
oa Pole) = Domle] = Dep 
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(= > 到 )。 
由 此 推出 
cl 一 cz 一 … 一 cv 一 0， 
故 有 
[zj] = [0]=——zx€M. 
例 2 设 久 是 B 空间,M,Ni,N; 都 是 :2 的 闭 线性 子 空间 ,如 果 
1M 四 Ni=.27=M 四 N,, 求 证 : N 和 NV, 同 胚 . 
证 只 需 证 : 如 果 .2r=M 四 N, MnN=1(0), 则 N 与 27]M 同 
胚 . 为 此 考虑 T: N 一 .2T/M,Tz=[zj,yzEN.T 线 性 显然 . 进一步 
证 明 下 述 四 个 结论 : 
(1) 证 了 T 是 单 射 .这 就 是 要 证 ,车 zEN,Tz==0, 则 有 z=0. 事 实 
上 ,对 xEN， 
T= |z1= 0=>2.€M. 
联合 
0 
EM 
(2) 证 T 是 满 射 . 这 就 是 要 证 ,对 Y [xz]€E 恼 /M, 存 在 zxwEN ,使 
得 Tzx=[z]. 事实 上 ,对 任意 给 定 的 [zj]eE2]M, 任 取 zEFz], 因 为 
一 MBN,MNN=1{0), 对 zx 进行 直 和 分 解 : 
= yy Ww EN EM 
注意 到 zxEM=>[zxj 二 [0j, 故 有 
[zj] = Lzwl=—>Tzxy = [xy] = Lz]. 
(3) 证 了 有 界 .事实 上 ， 
Tal = es zl Ve.N. 
(4) 因为 N ,多 /M 都 是 B 空间 ,所 以 根据 道 算 子 定理 ,有 
TE€ (HR/M,N). 
例 3 设 4EC(C2r),7T=T 一 4, 求 证 : 
G)V [zeS2r]LNGT) ,zxzoE[z]; 使 得 
zoll ss DLz,)|; 
(2) 者 yE.2 ,使 方程 Tz=y 有 和 解 , 则 其 中 必 有 一 个 解 达到 范 数 
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最 小 . , 
证 (1)VY [zjE 名 /N(T), 因 为 
lI[zJ = jinf lz = ozs NT)), YY x €[z], 
由 定理 10(3) ,dimN(T) 二 00, 故 存在 xoE N(T) ,使 得 
pr NT)) = zr zl 
令 zo 二 x 一 zo。E[zj, 便 有 ||zol== 丰 [zji. 
(2) 若是 Tzx=y 的 解 , 则 [xj= 二 x 十 N(T) 都 是 Tzx==y 解 : 由 第 
(1) 小 题 , 存 在 zuELz], 使 得 
lzoll = [Ez = ,inf lx'l， 
即 zx。 是 达到 这 个 解 集合 中 的 范 数 最 小 者 . 
例 4 设 AEGC(%), 且 T= 一 4, 对 VY kE N, 求 证 : 
(1) N(T*) 有 穷 维 ; (2) R(T*) 是 闭 的 . 
证 (1) 由 本 节 定 理 10(3), 对 = 二 1, 结 论 正确 ;对 k 宇 1, 根 据 第 四 
章 8 1 命题 2 的 (6),A*EC( 多 ), 故 有 
T= 0 —AY=17 SM (一 1)”14* 二 了 一 紧 算 子 . 


j= 


ECE(%) 


再 由 定理 10(3),N(7T*) 是 有 限 维 的 . 
(2) 由 本 节 定 理 3, 对 ==1, 结 论 正确 . 对 二 1, 根 据 第 四 章 31 命 
题 2 的 (6),4EG(C2r) , 故 有 
十 居 
T=(1— A)=I | (一 1) 生 4 一 工 一 紧 算 子 ， 


ECG(C2D) 


再 由 本 节 定 理 3,R(7*) 闭 . 

例 5 设 M 是 B 空间 名 的 闭 线性 子 空间 , 称 满足 P=P( 知 等 
性 ?的 由 :2 到 M 上 的 一 个 有 界线 性 算 子 PP 为 由 .2% 到 MM 上 的 投影 算 
子 .求证 : 

G) 若 M 是 :2 的 有 穷 维 线性 子 空间 , 则 必 存 在 由 :2 到 M 上 的 
投影 算 子 ; 

(2) 者 尸 是 由 .2 到 闭 线 性 子 空 间 M 上 的 投影 算 子 , 则 I 一 P 是 
由 名 到 R(T 一 P) 上 的 投影 算 子 ; 
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(3) 若 己 是 由 .2 到 AM 上 的 投影 算 子 , 则 2 一 M 申 N, 其 中 六 = 
R(T=P», 
证 (1) 设 {zi;zxs,…,z,) 是 M 的 一 个 基 , 根 据 第 二 章 34 例 4， 
3 亡 ,…, 廊 E2 ,使 得 
ne ey 


今 也; be 一 Px 二 》) (fi,x)zs,; 则 有 
ht 


Pz,;= 工 ; (1 = Ly ny), 


中 2 


IPzl < ( 3 Te lial. 
由 此 可 见 ,PE SC(20). 
进一步 要 证 明 P27 一 M. 一 方面 ,P.2rCM 是 显然 的 . 另 一 方面 ， 
还 需 证 明 MCP.27. 事实 上 ， 
vrEM x= PrE€E PR 


| | 


二 Sp Px = Sa bz,) = Sd 一 并 
从 此 U 形 推理 串 的 两 端 即 知 MCP. 有 - 
现在 ,有 了 P2 一 M,P 的 笑 等 性 就 容易 证 明了 .事实 上 , VYV z6 
2 ,因为 PrzEM, 所 以 Px 一 2 Bez, 于 是 


2 Px 


| | 
PPS Dp BiP (zi) = 列 我 起 
k=1 k=1 


从 此 U 形 等 式 串 的 两 端 即 知 Pz 一 已 z. 
综 上 所 述 即 知己 是 由 .2 到 M 上 的 投影 算 子 . 
(2) 已 知 已: 一 已 ,P2 一 M, 要 证 7 一 已 是 由 .2 到 RGCT 一 PP) 上 的 
投影 算 子 ;就 是 要 证 
(I—P)=I—P, ( -P=R(U BP). 
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首先 CT 一 已) 一 7 一 2P 十 一 7 二 P; 
其 次 证 (1 一 P) 久 = 一 R(I 一 P). 一 方面 ， 
(TP)R CRU—P) 
是 显然 的 . 另 一 方面 ， 
V rER(—P) z=(I—P)zr 


| | 


习 xo; 使 得 x 二 (1 一 P)zxo== (1 一 P)z= (一 P) zo 一 (CT 一 已 )zo 一 工 

从 此 形 推理 串 的 两 端 即 知 RG 一 PICC 一 已 ).20. 

综合 以 上 两 方面 即 知 

R(T — P)= (1 — P)2. 
(3) 分 解 zx 一 Pz 十 GT 一 P)z, 其 中 PzEM, 且 
G 一 P)zEROIG 一 忆 ) 一 
又 如 果 xzE MNN, 则 
人 WE 太一 到 
3 

故 有 名 二 MDBN, 其 中 N= 一 RO 一 P). 

例 6 车 驶 是 B 空间,MC.% 是 闭 线性 子 空间 ,求证 : 

(1) 车 dim(C2r/MD < ce, 则 了 NC2r,dimN 志 ce, 使 得 N 兰 
2/M,H 2 =MON; 

(2) 若 dimM 二 2, 则 

/MRI—Py) fH =MODBRU= PoD): 

证 (1) 若 dim( 免 /M)==n, 设 [zi1j,…,Lz,j] 是 多/M 上 的 一 组 

基 , 任 取 


wi E [ze] (k=1,23,n), 
则 {zs} 线 性 无 关 . 事实 上 ,者 
Co A i 1 ee ee ee 
则 有 上 
即 Gil | ea lw cb, = [0 
因为 [z1j,…,[z,j 是 多/M 上 的 一 组 基 , 所 以 
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cl 一 c 一 … 一 一 0. 


又 因为 [zij 关 [0], 所 以 
xz EM (k= 1,2,. ,7). 


于 是 , 若 令 N 一 span{(2ZiyZay 9 , 则 有 NNMNM= {0}. 
下 证 N 实 人 %/M. 令 


Cs = 之 1 ok 站 DAE 
则 有 t 


| | 
2/M=span{[zi], [zzj,", Lz]} N=span{zi, xz,"* ,a) 
[EE 


et 
rt 的 连续 性 : 由 lrzl = 上 [zj| 志 zl 得 出 + 是 连续 算 子 . 
T 是 单 射 : 

rr=0=>[zx]=[0]=~zx€ENMNM=>z=0. 
rt 是 满 射 :Y [z] = 2)a[zi] € 2 /M, 


k=1 


| Dar) = 小 
一 一 


EN 
根据 逆 算 子 定 理 ,r 存在 连续 , 故 N 估 .21M. 
进一步 , 令 Pz=r [zj](CY rzE2), 则 有 
Pz = cE] = Tk (1) 
对 VrzE, [wd] = 2 


Pz=r [zx]= > yauzeE N， 
k=1 
由 (1) 式 ,有 


n n 
> “oP y= > Vg 
A=1 k=1 


从 此 器 形 等 式 串 的 两 端 即 知己 是 竹 等 算 子 .又 显然 RCP)= 二 N, 故 P 
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为 由 .2 到 N 上 的 投影 算 子 . 下面 改写 P==Pw. 于 是 N 一 R(PN). 文 
ZE MX zE RU-— Po) 


| | 


[z] = [9]<—Pvx = 7 [rz]=0U Pn)r=7 
从 此 U 形 推理 串 的 两 端 即 知 M=RG 一 Pvw). 于 是 ,由 例 5(3) 知 
2 = RPN)DBRI--P)=NDBM. 
(2) 只 要 将 (1) 中 的 .2T]M 与 M 互 换 即 可 得 证 . 
例 7 若 .和 是 已 空间 ,4EGE(C27),T=T 一 4, 则 在 代数 与 拓扑 同 
构 意 义 下 ,有 
NT) 四 SG/ 人 /NGT) = 2 = R(T)BRHR/ROT). 
证 因为 4EG(C2r),T=T 一 4, 所 以 ,由 本 节 定 理 10(3)， 
dimNV(T)<co; 并 由 本 节 定 理 3,R(T) 闭 .进一步 ,有 


dim.% /RT) 
| V 
Ed 


从 此 U 形 等 式 -不 等 式 串 的 两 端 即 知 
dim% /R(T) < co. 
于 是 ,在 例 6(1) 中 , 令 M= 二 R(T), 便 有 
2 = RT)BHR/RT). 
在 例 6(2) 中 , 令 M=N(T), 便 有 
2 = NGIT) 四 /NGT). 
例 8 如 果 M 是 妃 " 空 间 2 的 闭 子 空间 ,求证 : 
tCM+)= M. 
证 根据 +CM+) 的 定义 ， 
ZE LNML)<e (Fiz) 一 0 (YE M.). 
一 方面 , Y x€EM,fE M+ ,都 有 (F,z)=0, 因 此 MSEt M1). 
另 一 方面 ,要 证 上 (ML)SEM, 只 要 证 
V mER\Mzr tM). 
事实 上 ,任意 给 定 xz,€ .多 \M. 因为 M 是 .多 的 闭 子 空间 ,所 以 
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d(x,M) 


根据 第 二 章 8$ 4 定理 6, 存 在 fE .2 ,使 得 
| = d(x MY), 


def 
一 inf lz 一 =| > 0. 
zEM 


A 
f(z)=0(VxEM),DBTfEM.. 
因为 f(zi) 关 0; 所 以 zi + (M+). 
综合 以 上 两 方面 得 到 
EW 革 
例 9 如 果 SC 旨 ,M 是 由 S ep s 间 ,求证 ; M+ 二 5S 攻 
并 且 M= 上 CS+ 人 入 
证 “因为 M 闭 , 据 例 8, 本 题 第 三 个 论断 M=-(S+) 是 第 二 个 论 
断 M+ 二 S+ 的 结果 . 
至 于 第 一 个 论断 ,一 方面 ,因为 SSEM, 所 以 显然 有 
WME SS 
另 一 方面 ,如 果 f€S+ ,那么 
(jz 一 0， 以 工 所 .9， 
对 VY xzEM, 因 为 M 是 由 S 张 成 的 闭 子 空间 ,所 以 3 zx,€E5 ,使 得 xz, 一 
zx, 于 是 ,由 f 的 连续 性 , 令 n 一 oo， 
Cf sx) = 0m) 0 LE M-. 
故 有 SEE 
综合 以 上 两 方面 得 到 M+==S+. 
例 10 设 久 ,2 是 B8* 空 间 ,TES(% ,2B), 求 证 : R(T)= 
N(T"* )-+ 的 充分 必要 条 件 是 R(T) 在 多 中 闲 . 
证 首先 我 们 证 明 R(T)==N(T*). 事 实 上 ， 
JE RCI) 产后 WCG) 


| | 


(fyTzx) = 0(YV XE ROIS fr) = 0(V NED) 
从 此 形 推理 串 的 两 端 即 知 R(T)==N(T*). 
进一步 , 若 R(T) 在 人 中 闭 ,; 在 例 8 中 取 M=R(T), 则 有 
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NOT* + EE ROG.E RDN 
反 过 来 ,车 R(T)=N(T*)-, 则 有 
RTT = [tt R(T+= NOT')+, 
故 有 R(T)==RCT), 即 R(T) 在 允 中 闭 . 
例 11 设 久 ,2 是 Banach 空间 ,TE 双 (% ,如 ),R(T) 在 多 中 
闭 .求证 : RCT*)=+N(T). 
证 首先 证 明 RCT*)CLtN(CT). 这 就 是 说 ,对 任意 给 定 的 了 E 
R(T * ) ,要 证 明 该 /E+N(T), 就 是 要 证 
fyi) = 0 VrENT). 人 
事实 上 ,对 该 fER(T*) , 按 定义 ; 了 六 EG ,使 得 7 六 一 太 所 以 对 
VzENCT), 有 Tz 一 0, 从 而 
(Wy 0 
| | 
Cy) yl Tr 
从 此 十 形 等 式 串 的 两 端 即 知 (1) 式 成 并. 
反 过 来 ,要 证 明 LNCTJICR(T") .为 此 , 任 取 z ENCT), 作 
R(T) 上 的 线性 泛 函 
r*(y) = zx*(z) ( 当 y 二 Tz 时 )， 
则 zx*(y) 的 值 是 唯一 确定 的 . 事实 上 , 当 y=0 时 ,因为 y 二 Tx, 所 以 z= 
0,; 即 zxEN(T). 而 x* ETN(T), 故 xz*(z)==0. 这 表明 r*(y) 在 y=9 的 
值 是 唯一 确定 的 ,因此 在 任何 点 处 的 值 也 唯一 确定 . 
下 面 证 明 x* 在 R(T) 上 是 有 界 的 .事实 上 ,VY zEN(T)， 
my) = zx) = zz 2 |W| Slz lel, 
两 边 对 zEN(T) 取 下 确 界 , 即 知 


lr | < lz" dr NIN. (2) 
进一步 ,因为 R(T) 闭 ,根据 第 二 章 $3 例 14(3), 3 a 之 0, 使 得 
d(z,N(T)) <alTzl = a lyl. (3) 
联合 (1),(2) 式 即 得 


Ir* Oy) |Zalz" llyl. 
这 样 , 我 们 便 证 明了 xr’ 是 子 空 间 R(T) 上 的 有 界线 性 泛 函 . 
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根据 Hahn-Banach 定理 ,可 将 盖 延 拓 到 整个 空间 多 上 .用 y* 表 


(ysT2) = £2), V rE. (4) 
由 共和 思 f 算 子 的 定义 ,有 | 
(CO (TT 人 2 SR (5 


联合 (4),(5) 式 即 得 
(Ty 和 EY 
故 z = 二 T*y* ,也 就 是 zx" ER(T*). 


3 3 ” 紧 算 子 的 谱 理 论 (Riesz-Schauder 理论 ) 


基本 内 容 


紧 算 子 的 谱 

定理 1 设 4EC(C257), 则 

(1) 0Ec(C4) ,除非 dim.2r<coi 

(2) c(C4)N{0} 一 ao(C4)N(0); 

(3) oo(4) 至 多 以 0 为 聚 点 . 

注 ”由 此 定理 可 知 ,对 于 无 穷 维 B 空间 上 的 紧 算 子 4, 只 有 三 种 
可 能 情形 : 

(1) o(A)= {0); 

(2 o(A)={0,7n 0 

(3) ao(4) 二 (051; ,… 为," 中 ;其 中 >0. 


不 变 子 空间 

定义 2 设 .2 是 一 个 巨 空间 ,4E 终 (2r),MCS2r 是 一 个 线性 
子 空间 ,M 称 为 4 的 不 变 子 空间 ,是 指 ACM)CM. 

命题 3 设 绝 是 一 个 B 空 间 ,AE€E(@), 则 

(1) {9} 和 多 是 4 的 不 变 子 空间 (平凡 ); 

(2) M 是 4 的 不 变 子 空间 = 一 下 是 4 的 不 变 子 空间 ; 

(3) 如 果 4Eo6,(4), 即 4 是 4 的 本 征 值 ; 则 NN (1 一 4A) 是 4 的 不 变 
子 空间 ; 
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(4) 对 VE 和 rr, 设 PGj 是 任 一 多 项 式 ,万 2-P(C4)y) 则 一 是 
4 的 不 变 子 空间 . 

定理 4 如 果 dim.2i 达 2, 则 对 4EC(27),4 必 有 非 平凡 的 不 变 
子 空间 . 

紧 算 子 的 结构 

定理 5 存在 非 负 整数 p, 使 得 一 N(7”) 甸 R(T), 并 且 了 T， 


def 


| aa 有 线性 有 界 逆 算 子 . 

定义 6 称 使 得 N(7*)= 二 N(T*') 成 立 的 最 小 整数 p 为 零 链 长 ， 
记 为 p(T); 称 使 得 R(T 二 RCT*) 成 立 的 最 小 整数 g 为 像 链 长 , 记 为 
pA 

定理 7 若 T=T 一 4,4EG(C20), 则 =9<<co(p,d 见 定义 6). 


典型 例题 精 解 
例 1 给 定数 列 {a,}%21, 在 空间 0 上 定义 算 子 A 如 下 : 


A(lxis zt2s"") = (qxisazszss"""), YI= (Ce 生 2 
求证 : (1) AE 弘 (2 ) 的 充分 必要 条 件 是 sup1a, | 二 co; 

(2) 4A“'E (1) 的 充分 必要 条 件 是 infla, | 二 0; 

(3) AE E01) 的 充分 必要 条 件 是 lima, 一 0. 

证 (1) 先 证 充分 性 . 事实 上 ,一 方面 ,因为 


Il4zl = 5 lauzsl < suple, lzl, 
k=1 3 


所 以 1Al < supla,l. 
另 一 方面 , 取 
def 一 人 一、 
BD (0,° ,50715070 7) Reb 8622 一 1， 
则 有 -41l 兰 l4621= le (= 1,2,…), 


所 以 |41>sup lo,| 
综合 以 上 两 方面 , 即 得 A 二 sup 1e,l- 
再 证 必要 性 . 用 反 证 法 .假定 sup |a,| 一 co, 要 证 4 所 到 (). 为 此 
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只 需 证 明 |4zll 在 2 的 单位 球 上 无 界 . 事实 上 , 取 


7 个 


Pe 
BW -一 (0,0,0,1,0,0, ER， lm) =1, 
则 有 
A = |a,| Gz= 1,2,°), 
up, lazl S.A" | = a, 
两 端 对 n 取 上 确 界 , 即 知 
suP ， | 4zl > supla, | = ce， 


1 z1 一 
由 此 可 见 ,4zl 在 7 的 单位 球 上 无 界 .这 文 与 AE 5 (1) 矛盾 . 
(2) 先 证 充分 性 . 事实 上 ,因为 inf|a, | 之 0, 所 以 
la | Sm, (6 
在 空间 4/ 上 定义 算 子 B 如 下 : 
二 
VE= (2) EL,; 
则 显然 4B=B4=7T, 故 4 一 一 五 .根据 第 (1) 小 题 ， 


一 1 这 一 1 cb Ue 


n>1 


故 4 有 界 . 
再 证 必要 性 . 事实 上 , 若 4 存在 且 有 界 , 则  m 之 0, 使 得 
lAzl=mlzl, vzEN. 


特别 对 
| 
60 er ee 
有 
146™| =m 1021， 
即 


la,| mn = 1,2,%")—>inf|a,| > 0. 
(3) 先 证 充分 性 , 即 假定 lima, 王 0, 要 证 4AEG(C)， 
证 法 1 对 YnE€ NN, 定 义 算 子 4A, 如下: 
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A CR rT = (而 CQ2T29 RO 证 训 
一 一 
个 
Vzx= 《0 € Ds 


显然 4, 为 1->L 中 的 有 穷 秩 算 子 , 故 为 紧 算 子 . 
又 因为 lima, 二 0, 所 以 对 V se 之 0,3 N, 使 得 
la | yn>N. 
故 当 x 盖 六 时 ,对 Y zx 二 (ziyX2，"…)EL ,有 


上 4.z 一 4zl s lz 
| | 
oo 下 oo 王 : 
| larkl | <al 过 | ze| | 
从 此 U 形 等 式 -不 等 式 串 的 两 端 即 知 
4 一 4 和 es， 


即 liml4, 一 4 二 0, 所 以 4EGC(D)， 
证 法 2 因为 lima, 一 0, 所 以 sup|a|<co; 令 
M = max{1,supla,|}, 
n>1 


并 对 Y se 这 0,3 ,使 得 当 n 二 NN 时 ， 


四 | 入 
因为 有 限 维 空间 中 的 闭 单位 球 是 紧 集 ,所 以 
def 
S ee ee A S37 | 加 | 
TT k=1 
是 紧 集 , 故 S 上 必 存 在 有 限 a17 网 , 设 之 为 
区 二 二 (Ch i = 1,2,° Mm, 
CN 
入 个 
则 有 
人 GE 
下 面 证 明 
zz RE (Az®, 4z 4zmD 00) (z 3 1.,23 °° ,1 ) 


AN 个 
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是 4B(0,1) 的 有 限 e 网 , 即 
ABCO IYE (J BCAL® ,ey. 


i=1 
事实 上 ， Vz 一 (zz 和)EB(CO1)， 令 


(s) 
”= [人 siTH O00,°), 


N 个 
则 xX” ES ,并 且 
| 区 二 一 4 4 laizxi| < Rs ai | 


€ 


€ 


进一步 ,对 此 工人 | 这 (1<i<m) ,使 得 
[El 


&£ 


22I 
从 而 
14zo 一 4zo1 < MIs 一 2 二 二 


联合 (1),(2) 式 即 得 


(1) 


(2) 


lA4z 一 4zol 和 用 laz 一 4zol 十 4ze — Az®) 二 育 来 二 oe 


故 4B(0,1) 为 站 中 的 列 紧 集 , 即 4 为 紧 算 子 . 
再 证 必要 性 . 这 就 是 要 证 ,如果 4 为 紧 算 子 , 那 么 


lima, = 0. 


noo 


用 反 证 法 .如果 lima, 关 0, 则 3 6>0 及 {a,) 的 子 序列 {a,) ,使 得 |a, | 


亏 6u 二 0. 令 


三 个 
一 一 全 一 ~ 


en = (0,°%:,0,1,0;0,°") EZ, 
则 {es} 为 中 的 有 界 点 列 ,但 是 


也 
= :2 2 
上 ae 一 下 三 人 lc 人 十 la | 和 大 之 se 六 0，VYR 天 1/. 


因此 {4e, ) 没 有 基本 列 , 从 而 没有 收敛 列 , 于 是 4 不 是 紧 算 子 ,矛盾 . 这 


说 明 4 为 紧 算 子 , 必 有 lima,==0. 
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例 2 在 空间 请 上 定义 算 子 4 如 下 : 
A(zi Ts TL3s"" 7) 一 Ce » V zz 一 (ziyzozi…)EOL， 


3 
求 a(4), 并 判别 谱 点 类 型 . 
解 ” (1) 根据 例 1 中 (3) 即 知 ,AEGC (71), 再 根据 本 节 定 理 1, 则 有 
0 Ecoc(C4)， 
我 们 进一步 判定 0Eo (4). 事 实 上 ,从 
A (RL Ry 
即 知 
WE = 0 (k 1 ,2,，… ) 一 一 工 一 0. 
故 4 一 存在 . 
进一步 ,要 证 R(4) 关 多 ,用 反 证 法 .如果 RC(4)== 人 ,又 4 ! 存 
在 ,根据 逆 算 子 定理 ,4-: 有 界 ,但 是 根据 例 1(2) ,inf (十 | =0 一 4“ 无 
界 , 矛 盾 . 
最 后 ,还 要 证 R(A)=. 多 . 令 
$= 《过 2 人 0 |V n€ N)， 
CL 


7 个 
显然 $ 是 六 的 一 个 稠密 子 集 ,并 且 vy Y= (yy29 sys03508m) ESN, 
7 个 


方程 4z 一 >y 有 解 
z= (yy ny, 0,0,.), 
0 
所 以 SCR(A), 故 R(4A)= 统 . 


(2) 当 4= 士 时 , 取 


n 个 
Gn) def 1 
0 = (0 O070307 0 EL, 


满足 
[+71— 4)je" =0, 8" 70, 
n 
由 此 可 见 , 二 Emo(C4) (n=1,2,…)， 


(3) 由 4z=AMz(z 天 0) ,得 (7 一 4)z 一 0, 即 
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人。 


CA Ss AY RL sy) [a= DE 
如 果 ) 夭 二 , 则 有 
» 0 (k 一 ] , 2 ,… ) 一 一 工 = 
即 当 ) 夭 二 时 ,NG 一 4) 一 (0}. 
进一步 , 当 ) 尖 二 ,入 0 时 ,由 Y {3,}EL, 有 
AT Ey WA) CEI ) (Wyse ) > 
即 


(a | Dav|A 二 于 | = (Wy 


a 
|2 n Tr VY 


由 此 可 见 ,R(41 一 A)=71. 


更 进一步 ,从 
即 知 
: Ds A 
inf |4— = lim|4C— [= a>0, 
7 之 1 n nNn—>00 72 


根据 例 1(2) 可 知 , 当 ) 天 十 ,天 0 时 ,CQ 一 4)- 有 界 , 获 有 AhEPC4)， 
例 3 空间 上 定义 算 子 工 如 下 : 


T(r [0551s zs ,| 
Vz= (vr rw) EL. 
求证 (Y= (0) 
证 设 KK 是 空间 /上 的 右 推移 算 子 ,4 是 例 2 中 定义 的 算 子 . 因 
为 KES(1),AEGC(7), 所 以 ,根据 第 四 章 81 命题 2(6), 有 T= 二 KA 
EE (71). 再 根据 本 节 定 理 1(1), 有 0E€o(T). 又 因为 
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Tx = 0 = 0=>x; = 0(n = 1,2,°%…)—>zx = 0, 


所 以 0&o,(T). 

再 注意 到 ,对 VY xE7' ,Tz 的 第 一 个 坐标 (Tx) 二 0, 所 以 R(T) 关 
1, 故 0E€o,(T). 

进一步 考查 ) 夭 0. 如 果 XEo(T) ,根据 本 节 定 理 1(2) 有 XE€o@(T)， 
那么 必 3 xE7 ,zx 关 0, 使 得 Tz 二 Ax, 即 


0,z15 ra Ts | her ea "ey. (1) 
因为 4 隆 0, 所 以 
和 三 全 区 调 己 闷 (2) 
此 外 ,由 (1) 式 还 可 推 得 递 推 公式 : 
Bp i 证 和 和 信人 (3) 
联合 (2), (3) 式 即 得 


2 一 0 (3 二 一 0 
由 此 可 见 Xo,《T), 也 因此 cC7) 王 GCT) 一 (0). 
例 4 在 CL0,1J] 中 ,考虑 映射 


T， z=| Or NECL0,1. 
0 


(1) 求证 ; 工 是 紧 算 子 ; 

(2) 求 c(T) 及 了 的 一 个 非 平凡 的 闭 不 变 子 空间 . 

证 (1) 我 们 将 

T:; zr | zds, VY x(t)ECLO,1] 
0 
改写 成 : 
二 | GDC)ds, 

其 中 
1 .x0 SA LS ls 
0 Os el. 
此 时 存在 &(s,t)ECC[0,1]X[L0,1]) ,使 得 


p(s | 


工 2 
(55 区)， 
1 
对 Tx 二 | hb,(sst)z(s)ds, T,EC(CLO,1]), 有 
0 
|,z — Tz 0 


| | 


2 1rl 
de<lzl| | je 857 判 给 退 
0J 0 


二 dy 


由 此 可 见 ,7T, 全 T, 从 而 TEC(CC[0,1])， 
解 (2) 考虑 R(T), 根 据 Tz 定义 ,有 
ROT) = {2) & CL01J|y(0) = 0}， 
Tz = 0=>Zz = 0 和 > 导轨 成 


又 
1 & R(T)=>0 € 6o,(7); 
T= | zeods， 
2 a t uw 1 t t 
TE | ax| zas 一 | zds| au 
<= 上 (t —,s)z(s)ds, 
0 
Tz 上 (ts)r(s)ds 
| | 
Jax| zcod= | zas| au 
由 上 述 U 形 等 式 串 及 数学 归纳 法 得 
A w= (tC— ss)” ir(s)ds, 
7 RE 二 
7”*z|l| 志 Bt Dax | (£ — ss)” rx(s)ds 
I | 
二 zl 一 Im 三 让， 


故 有 
lim | ZI = 0 一 7 = {0}, olT) = 0,(T) = {0}. 
最 后 , 设 P[0,1] 是 [0,1] 上 的 多 项 式 全 体 , 它 显然 是 T 的 一 个 非 
平凡 的 闭 不 变 子 空间 . 
例 5 设 zE2r,je2T ,满足 (f ,zo) 一 1, 令 4A 二 zo@f, 并 且 
T=1 一 4A, 求 了 的 零 链 长 p. 


解 注意 到 
= Af AECR); LED. 
一 方面 ， 


Tr= (=A)T= 2 = (r= 0 = /wy = {rs 


另 一 方面 ,因为 用 TS 三 2 所 以 
rE {z=>z7rx = Rr = (Ak = 


故 有 N(T)= {zo). 
又 因为 
A’z = (fx A = (f,z)z, = Me! 
所 以 
Tiz= (I—24+AY)z= (1— A)r=Tz. 
由 此 即 知 


MTI EE NC DD 1; 

例 6 设 有 ,2 是 两 个 B 空间 ,TE 纹 ( 名 ,多 ) 是 满 射 .定义 

名/N(T)>2 如 下 : 
TE Te WV ET El /NYN WE zl). 

求证 :了 是 线性 同 胚 映射 . 

证 显然 R(T)==R(T)= 多 ,并 且 了 还 是 线性 有 界 的 ,满足 N (TY) 
三 {[0]). 由 道 算 子 定理 ,TY 了"'E (2 ,.%/N(T)). 故 人 了 是 线性 同 胚 映 
射 . 

例 7 设 算 子 TE (多): 求 证 : 

(1) 对 于 i,j 二 0,1,2,…,T' 映 NCTM) 到 RCT)NNCT’ 是 一 个 
线性 的 满 射 ; 

(2) 对 于 111014297ANCTY 7 区 尺 (人 mV 之 间 
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存在 一 个 线性 同 胚 映射 ; 

(3) 设 算 子 了 的 零 链 长 为 p, 则 2 入 mm 的 充分 必要 条 件 是 ; 对 于 
j==152y*…; 有 

NT” NG = {L099}. 

(4) 设 算 子 了 的 零 链 长 为 p, 则 2 委 m 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 

7==1,2,…, 有 
R(T™) NM NG ) = (9). 
证 (1) 对 固定 的 i,j,YxzEN(T"’), 有 


y= Tizx 


0= Titizr = Ti(T'z) Tiy=>y € N(T)), 


故 
Ti, xzENGTD)HyERGCT NNT). 
反 过 来 , 若 y€E R(T 由 NCT , 则 存在 x€ .多 ,使 得 


y= Tx; 
0= Tiy, 
从 而 zxEN(T™) , 故 
T'; XENTT) ~ YE RTH MNT) 
还 是 一 个 满 射 . 


(2) 根据 第 (1) 小 题 和 例 6, 如 果 我 们 定义 
SNCT MY NU De RT NT DS 
通过 
SEz] = Ty, 
便 建立 NCT"TT)/N(CT7 与 R(T NN(T 之 间 的 一 个 线性 同 胚 映射 . 
(3) 先 证 : 由 和 (7T”)/N(7T”)== {0} 一 =p 二 m; 用 反 证 法 ,假如 
m 过 pp, 则 的 零 链 形 如 ; 
NM(T”), NO ee 5 NOT fyi 
这 时 ,对 于 j= 二 1,2,…,N(7T”") 是 NN(7T”") 的 真子 空间 , 即 3 “全 
N(T”+) ,但 是 zx 和 N(T”), 这 样 [zj 隆 [0j; 这 与 NCT2W)/N (FT”)= 
{L2]} 了 矛盾 . 
再 证 : 由 2 委 mm 一 NGT”)/NGIT”) 一 (LO} .这 时 ,因为 
NO NO EN = NT 
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所 以 
NI TANET™Y, = {0 
(4) 联合 (2),(3) 即 得 结论 . 


3 4 ” Hilbert-Schmidt 定理 


基本 内 容 


在 复 Hilbert 空间 上 ,有 一 类 有 界线 性 算 子 , 它 们 是 对 称 矩 阵 的 推 
广 , 称 为 对 称 算 子 , 定 义 如 下 : 

定义 1 设 4E 和 (22), 称 它 是 对 称 的 ,是 指 

(4zy) = (zZ43) 一 (Y ry € 22). 

在 AE 放 (BV) 的 前 提 下 ,对 称 算 子 又 称 为 自 共 思 算 子 , 或 自 伴 算 子 . 

命题 2 ”关于 .多 上 的 对 称 算 子 , 有 下 列 基 本 性 质 : 

(1) 为 了 4 对 称 , 必 须 且 仅 须 (4z,z)E R(Y 全 

(2) 4 对 称 =>o(4)C R, 且 上 (1 一 4) !zl 志 二 一 一 i |zll; 

(3) 设 2 是 :22 的 一 个 闭 不 变 子 空间 ,4 是 22 上 的 对 称 算 子 ， 
则 4|x 也 是 .2B, 上 的 对 称 算 子 ; 

(4) 如 果 4 对 称 ,4,XW Eo,《A),2 关 XW , 则 

NOT MAN VT E17 

也 就 是 属于 不 同 本 征 值 的 本 征 元 正 交 ; 

(5) 若 4 对称 , 则 |4l= sup 1(Azx,zx) |. 

定理 3 设 4 是 复 Hilbert 空间 .2 上 的 对 称 紧 算 子 , 则 必 有 zoE 
2 ,lzol==1, 使 得 


| (4zo,zo)| = = 人 14Ax,20|, 


并 旦 满足 Azo 二 Azo, 其 中 |A|= 二 | Chxos,z0)|. 
注 如果 4|1 = sup, hbOAZ,.L).| = SP 一 4z,z), 将 会 得 到 
一 4l 是 4 的 本 征 值 . 
定理 4 设 4 是 复 Hilbert 空间 2 上 的 紧 对 称 算 子 , 则 ? 
(1) 有 至 多 可 数 个 不 同 的 非 零 的 、 只 可 能 以 .0 为 聚 点 的 实 本 征 值 
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人 
(2) 有 一 组 正 交规 范 基 {e,e,，,…,e,,…), 其 中 6; 是 对 应 于 的 本 
征 元 ,使 得 


| 3 (Zz CEs 


= De je 


注 1 可 以 将 非 零 本 征 值 按 绝 对 什 递 碱 的 顺序 编号 ， 并 约定 本 征 
值 的 重 数 是 几 ,就 把 本 征 值 接连 编 上 几 个 号 使 之 相对 应 着 几 个 正 交 规 
范 基 , 即 排 成 |A| 宇 |%| 宇 …, 于 是 


2 Se @e, 
更 确切 地 有 
|4- B28.|< 区 
注 2 定理 4 表明 : 对 称 紧 算 子 可 以 对 角 化 , 它 的 本 征 值 具有 极 值 
性 质 : 
[NW 尘 sup ,| CAz,z)| (n= 1,2,."), 


Zz | span{e] 9 
1 zl =1 


其 中 El19E29 ;en_1 是 对 应 于 ApAay。 2 ;4,_1 的 本 征 元 . 
定理 5( 极 小 极 大 刻画 ) 设 4 是 Hilbert 空间 .2 上 的 紧 对 称 算 
子 , 对 应 有 本 征 值 


> a 
pr re 


则 | 
和 一 inf sup KA ， 
Ei O72EE] (x,X) 
A 三 -SUp inf ARs 2) 
已 (zs ” 


其 中 万 ,= 是 2p 的 任意 m1 维 闭 线 狂 子 空 s 间 |. 
推论 6 若 Hilbert 空间 上 的 两 个 对 称 紧 算 子 4,B, 满 足 A 志 B, 即 
CAMz nr) Br KVMwE Be 
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则 (C4) (B) (7 一 1,2，…). 


典型 例题 精 解 


例 1 设 {c) Gy=1,2,…) 满 足 >) laij|' 二 ,在 7 空间 上 , 定 
” tj 1 
义 映射 
A: = (yy), 
lef so 2 
其 中 二 azz 求证 : 
=1 


(1) 4 是 Hilbert 空间 .2 上 的 紧 算 子 ; 
(2) 又 车 a;;=a; i,j 二 1;2,…), 则 4 是 对 称 紧 算 子 . 
证 ” 先 来 验证 : 任 取 zE 忆 ,4z 有 意义 .事实 上 ,由 Holder 不 等 


式 , 知 级 数 0 对 每 一 个 i 都 收敛 . 又 
[5 0 


Ys 


| V 


> 了 We 
从 此 U 形 等 式 -不 等 式 串 的 两 端 即 知 yE 忆 
现在 证 明 4 的 列 紧 性 设 KCL 是 任 一 有 界 集 ,那么 存在 一 常数 
M 之 0, 使 得 上 zl 二 MC(Y zE 天 ). 因 为 和 lajl” 二 co, 所 以 对 Y e>>0， 
存在 正 整数 N(e) ,使 得 站 


让 4 


=N+1 j=1 
因此 
Yl 
i=N+1 j=1 
a | 
=N+1 j=1 2 
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€ 3 2 2 
< | 喜 | lz <e. 


M 
这 表明 y 一 4zCzE 天 ) 中 ，, 形 如 
Cy1Y29°"" YN 0 0，…) 
的 元 全 体 是 4(K) 的 e 网 ,但 车 y,y，… ,yn 是 y= 二 Az 的 前 个 坐标 ， 
那么 点 集 


人 

在 7? 空间 内 有 和 界 , 而 且 包 含 在 一 个 有 限 维 子 空间 内 , 故 是 列 紧 集 . 即 
A(K) 有 列 紧 的 e 网 ,于 是 A(K) 列 紧 . 

例 2 设 AEc(B2), 求 证 : 44" ,47 4 都 是 对 称 算 子 ,并 且 

144*1= 14*4| = |al. 
证 (1) 因为 
(AAMAw Vy) = CA ZA VI= (TAA ys 
(A"Ax,y) = (A AW = (rsd Ay)s 

所 以 A4* ,4 "4 是 对 称 算 子 . 

(2) 因为 

(AA*z,y) = (A’zx,A’y) AA'z,z) = |A'zl, 


所 以 
144"*1|= Sup |(44 z»z)| = SP， 14* zl 
一 站 
(3) 因为 
(4 "4zyy) = (4z4y)= (4z,4z) = |Azll’, 
所 以 


14*4l = sup,| (A Az,z)| = sup, lA4zl’ = 1A. 
例 3 设 4E2(22) ,满足 C4z,z) 志 0 (V zE22), 且 (4z,z) 一 0 
< 一 0, 求 证 ， 
lAzl? < (Az,z) TA) =-(Y zr € &). 
证 由 第 一 章 8$ 6 命题 5, 有 
| (az 上 过 4z (4yyy)， 
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在 此 不 等 式 中 , 令 > 一 4z, 便 得 
lazls (Az,z) Ar, Az) 
< (Az,7z) AzlllAzl 
用 (4z,z) 1 44zl， 
由 此 即 知 


4z| 
| az 用 


例 4 设 4 是 Hilbert 空间 :22 上 的 对 称 紧 算 子 ， 


i def 
it (Az,T), M(A)OQ=——= 
x|=1 


I4zll = < (Az,z) |4ll. 


m(A) 


un (Azx,7), 
z=1 


求证 : 
(1) 如 果 m(4) 关 0, 则 m(4)€0,(4); 
(2) 如 果 MC4) 半 0, 则 M(4)€o,(4). 
证 因为 4 是 对 称 紧 算 子 , 所 以 
ol(A)\{0} = 0,(4)\(0} CR 
对 于 Y AMEo(4)， 3 zi 使 得 Ax; 二 hx, 上 z==1. 于 是 (4Axi,zi) 二 4, 由 
此 推出 
mn hy ne Meds EA 
先 看 Mm 宇 0 情形 . 在 这 种 情形 下 ,我 们 有 | 41|=M. 
”事实 上 ,显然 有 M 委 14|1. 下 证 14 和 MXM. 注意 到 恒等式 : 
(4(z 二 v),w 十 v) 
二 六 双人 个 二 所) 
| | 
A ed (4z ,xz) 十 CAu,v) 十 (Av,u) 
— 十 (Av,v)— (Au,u) + (Au,v) 
— (Au OO— Av,u — v) 
Avsu)— CAvv) 
由 上 述 U 形 等 式 串 ,对 YX 二 0, 有 


w= A 
Azl:= (44z, Lax] CA 
Vs 二 azx 


4(Au,v) 


= FLA + vou 十 zz) 一 (4(x CO— v),u — v)] 
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之 Wela 十 二 于 二》 


= Mlul’ + loll’) 
1 
= 二 MX* iz 上 P 十 去 1azl]. 


_ /lazxl 


i 
iul 
2 el tt asl 


由 此 得 到 |4zl 二 MM lzl 一 141 二 M, 从 而 141==MM 得 证 . 
再 由 M 的 定义 ,3 zx,€E 62 ,zx,l==1, 使 得 (Azx, ,zx,) 一 M, 于 是 
oO< lAz, 一 Mz,ll" 
= |Az,l’ — 2M(Az,,z,) + Mz,ll? 
AP — 2M(Az,,2,) + M 一 0， 
从 而 有 lim (4z, 一 Mz,) 一 0. 又 因为 4 是 紧 算 子 , 所 以 {4Azx,} 必 有 收敛 
子 列 {Az,,) ,此 时 
Mz, = Azx, 一 (zs 一 Mz,)——z, — HLA (Ax, — Mz,,)] 


也 收敛 . 设 Ne , 则 有 Azx, 一 Mx, 六 0; 故 有 
一 ME o,(A) 


| | 


Mn = A TO (AZx, 一 Mz, ) 一 Mzo = Axo 
对 于 一 般 情形 ,考虑 A 二 4A 一 &1, 取 为 绝对 值 足 够 大 的 负数 ,使 


得 Mi 宝 ms 这 0, 则 有 MEo, A) , 即 刁 2Z0o 天 0 ,使 得 
Mis, = Ws ME'os(AY 


| | 


(A— El)z, = (M — hk)zxo > Axo = Mz 
最 后 ,由 于 一 m(4)= 二 M( 一 4)Eo,( 一 4), 故 有 
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lazl’ < az 人 = M lzh la 


m(A) € o,(A). 

例 5 设 4 是 Hilbert 空间 以 上 的 对 称 紧 算 子 .求证 ， 

(1) 如 果 4 尖 0, 则 4 至 少 有 一 个 非 零 的 本 征 值 . 

(2) 若 M 是 4 的 非 零 不 变 子 空间 , 则 M 上 必 含有 4 的 本 征 元 . 

证 (1) 由 命题 2G5), 即 14| = sup,1(4z,z)|, 由 此 可见 3 x 
20 ,z=1, 使 得 1(4z,,z,) | 一 14l. 不妨 设 (Az,,z,) 一 4, 其 中 |4| 王 
1 4 之 0 如果 需要 可 选 收敛 子 列 , 15, | 收敛 =>3 5 收敛 ). 下 证 4€ 
or(4). 因 为 

0 有 17 一 4) 
= lAzx,l’: — 24(Azx,,z,) 十 入 
RO— 2ACAx, ,TX,) 一 0， 

所 以 


lim | QT — A)z,l = 0== (4 — A)z, > 0. 


又 因为 0,4 是 紧 算 子 ,所 以 存在 子 列 {z,,) ,使 得 4zu ->z, 于 是 
A “二 CU 一 A 二 zn 一 和 


故 
lz = lim l,l = Il > 0—z#0. 


由 连续 性 有 
0 二 本 ( 和 好 污 源 尖 下 二 人 二 网 3 


所 以 zEN (XI 一 A), 即 得 XE€ 6o,(A). 

(2) 注意 到 4 |w 还 是 对 称 紧 算 子 ,如 果 4A|x 二 0, 则 0€o@(4|xw)， 
M 上 的 任何 非 零 元 素 都 是 4 的 属于 零 本 征 值 的 特征 元 . 如 果 Alw 关 0， 
用 (1) 的 结果 即 得 结论 . 

例 6 求证 : 为 7 了 PE(2V) 是 一 个 正 交 投影 算 子 ,必须 且 仪 须 : 

(1) PP 是 对 称 的 , 即 已 一己 ; 

(2) PP 是 短 等 的 , 即 P*==P. 

证 必要 性 已 知 PE(2V) 是 一 个 正 交 投 影 算 子 ,由 正 交 分 解 
定理 ,对 Y zyE.22 ,有 分 解 : 
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并 一 TV 十 ti (x €E Mru. EL)， 
2 一 Ju 十 2 Yu€E M,yu. € ML). 
由 PP 的 定义 ,zx 二 Pzx,yxm 二 Py; 因 此 有 
(Pryy) = (rms Yt Wt (RV (Es Py 
所 以 已 是 对 称 算 子 . 
下 证 已 =P( 即 己 是 者 等 的 ). 对 V zeE2T， 
Pz = zx € M, Pz= Pxry = .xy = Pz, 
充分 性 ”首先 MP%7 是 闭 的 .事实 上 ， 
ee a 
Pr ==> Yy 
Ps -> Py 
其 次 ,P 是 和 一 M 的 正 交 投影 算 子 .事实 上 ,对 VY _zE.27， 
z= Prt (=P)r, PrEM. 


下 证 (1 一 P)zx€E M+, 即 要 证 VY y€ 多,((I1 一 P)x,Py) 一 0, 也 就 是 要 
证 : Y yE.2T， 


~>y = Py€ PA2.. 


(zsPy) ='(Pzr, Py). 
而 这 正 是 P 的 竹 等 性 和 对 称 性 的 结果 : 
(x,Py) = (x,P’y) = (zx,PPy) = (Pz,Py). 
例 7 求证 ; 为 了 PE 人 (Bx) 是 一 个 正 交 投影 算 子 ,必须 且 仅 须 ， 
(Pz,x)=|Pzl (VY z€EB). 
证 必要 性 事实 上 ,P 是 正 交 投影 算 子 ,由 上 例 即 知 已 一 已 一 
P*, 故 有 
(Pr,7z)= (Pr,7x)= (Pzx,Pz)=||Pzll’, VxzEE2. 
充分 性 ”由 命题 2(1) 知 
4 对称。 一 (4zrz)E 了 ，VzE22， 
现在 有 (Px,zx) 二 上 1Pzx| 宇 0, 当 然 P 对 称 . (由 内 积 共 斩 人 性 有 (Pz,z) 一 
(z,Pz)) 最 后 证 已 宕 等 : 事实 上 ,由 已 证 的 对 称 性 ,有 
(PEix) (Py 2) 


Pzll: = (Px, Pz) 
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从 此 形 等 式 串 的 两 端 即 知 
COD pd CV ey. 
根据 第 一 章 8$ 6 例 1( 极 化 恒等式 ), 即 有 
((P—P)z,y) 一 0(CYzyE P=P.. 


§ 5” 对 椭圆 型 方程 的 应 用 


基本 内 容 
对 于 边 值 问题 的 应 用 
定理 1 若 方程 
AMu 十 UCru = flr) (TE (1), 
ed (1) 


的 齐 次 方程 只 有 零 解 , 则 VY fEL*(0), 方 程 (1) 存 在 唯一 的 弱 解 ; 否 
则 ,方程 (1) 的 齐 次 方程 至 多 有 有 穷 个 线性 无 关 的 弱 解 , 设 它们 为 办， 
办 这 时 , 当 且 仅 当 


| aaz 0 
时 ,方程 (4) 有 解 , 且 解 空间 的 维 数 是 宛 


对 于 特征 值 问 题 的 应 用 
定理 2 方程 
— Au U(r = ui(r €,0), 
和 到 加 
的 本 征 值 都 是 实 的 ,而 且 有 可 数 个 太 受 2 入 … 科 0% 委 … ,适合 % 一 十 co， 
并 且 它们 对 应 的 本 征 函 数 构成 空间 HH3(Q) 的 完备 正 交集 . 


典型 例题 精 解 


例 1 设 aCz)ECC2) G=1,2,…,n),U(z)EC(Q), 其 中 QQ 是 
R" 中 的 边界 光滑 的 有 界 开 区 域 ,讨论 下 列 边 值 问题 : 
a (TEQ), 


(2) 


w= 0 
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解 ” 要 找 wE€ Hi(Q) ,满足 弱 解 问题 ， 
| [vu 。Vau 一 > atzyvasv 十 UCz)un |dz 三 | fvaz, 
VvE€E HIN). 
设 如 二 0 充分 大 待定 ,这 个 弱 解 问题 等 价 于 


[vs 。 Ny Es Par)usw 十 (CCz) 十 Xuv dz 一 j| vedz 


芝 | fvdzr, Vv E€ Hi(N). 
他 
今 
alusv) = | | va Vo — Blais)wasv + (UCz) + Xuv |dz, 
人 =1 


Vu,v € Hi(Q). 
由 Poincaré 不 等 式 ， | Vul’dz 宇 alul:, VY wEHI1CQ), 由 此 有 


2 M 
,Deusudz| < M hal hal = SE al Ve hull 
< Mak + gull’, 

之 0,M0>0 


la(u,v)| 宇 al + Uz) + hm M) llull: = Jacll. 


当 .M>>0 充分 大 时 ,alw,v) 满 足 : 
(1) 有 界 性 : |a(w,v)| 坟 C llzlljvl), Vu,vE HQ); 
(2) 正则 性 : |a(w,v) |6 la, Vw€E Hi(0). 
应 用 第 二 章 8$ 3 定理 19(Lax-Milgram 定理 ), 即 知 存 在 唯一 的 
AE 放 (Ho(Q)), 使 得 
ao) = (Au,v), Vu,v € 五 IC2)， 


4 E OD A 记 才 示人 6 守 07. 
有 了 4 之 后 ,上 述 问 题 等 价 于 要 找 wxE 五 1C2) ,满足 弱 解 问题 . 
(Au,v) 一 j| vedz = | aa VvE€E 万 IC2)， 
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注意 到 当 io>0 充分 大 时 ,a(w,v) 还 满足 
(3) a(uyu) 宇 0;a (uyU) 二 0<3u 二 0, 从 而 a(u,u) 二 (hus) 是 


ZiC2) 上 的 一 个 内 积 . 记 
(uv) = (Au;v)s lll 二 A 
有 了 (u,v); 之 后, 上述 问 题 又 等 价 于 要 找 uE€ Ho(02) ,满足 弱 解 问题 : 
Gus) 一 | vedz | fvdz, Vv E NI. 
进一步 ,因为 
a 


[| var| < laa ola ec hal lolh,, 
0 


所 以 | wodz 是 本 (2) 上 的 连续 线性 泛 函 . 由 Riesz 表示 定理 ,存在 唯 
一 的 wE 五 i(Q) ,使 得 
| ud = (wv),, Vv€ HIO). 
定义 K，: L7(Q) 一 HICQ) 为 
w= Kiu, VuE€ L200Y; 

从 而 

| wvdz = (Kr) Yu € HICO). GD) 
利用 天 ,上 述 问题 又 等 价 于 要 找 xE 石 oC2) ,满足 

(uo 一 (Ka 和 二 (CR VvE HIO). 


去 掉 内 积 , 即 得 
(I 一 Kiz)z 一 Kf, (2) 
其 中 z* 是 已 *C2) 到 己 (O2) 的 嵌入 算 子 , 即 
HCOY TE 120. 
下 面 我 们 证 明 : 
Ki ELL CD) ,EC2))， 天 EGGCEICO)). 

事实 上 ,在 方程 (1) 中 , 取 v==K;u, 即 得 

Poincaré 


IKi ul < lull Kl = C lull NK ull,. 
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由 此 可 见 ， 
Rszl SC lz 一 KE LL 9) ,五 0C0)). 


根据 Rellich 定理 ,rEG(CEIC2) ,Z2C2)) ,如 图 4.1 所 本 
示 . 又 根据 第 四 章 § 1 命题 2(6)， 


Ks [mw = Kr ECAH CNY. (0) LC) 
令 T 
T=1=— hRr BR Ee 
那么 方程 (2) 可 改写 为 
1 slg (3 
算 子 了 有 下 列 性 质 ， 
性 质 1 了 =7 一 紧 算 子 . 
这 是 因为 


K; € LL GO) ,HN)) 
|. € EHIN) ,LN)) 
性 质 2 (Kr) 一 Kz 是 自 共 斩 算 子 . 
事实 上 ， 
(Ki ru sv) 二 | = 。zdz 一 | 。zrzdz 一 (u,K; rv). 


—K,r € EHIO)). 


应 用 Riesz-Fredholm 定理 ,我 们 有 结论 : 
Tu = Kf 有 解 =>Kif € R(T)， 


Kif € RODSK FE NGT*) 一 NGCTD) 
“ € N(T) eu 一 Krues (von 一 | vodz 
(VY v € Hi(Q)), 
[vu Vo— Dhar)udsw + UG |dz = 0, Vv€ HO), 


0 Vt 
即 “ 是 
Au 十 29 (ai(z)z) + UR = fr) (x € 0), 
i==] 
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的 齐 次 方程 的 弱 解 . 
最 后 ,具体 化 N(T)-. 
(1) N(T) 二 {49} 表明 , 齐 次 方程 只 有 零 解 , 从 而 
R(T) = N(T)+= 2. 
也 就 是 说 , Y fEL (0) ,方程 


| 二 Au 十 D9 (ai(z)xu) Ur = fx) (rx € 0), 
z 一 1 


扯 生 的 


存在 唯一 解 . 
(2) N(T) 关 {0} 一 dimN(T) 二 oo. 这 结果 表明 : 


| Azx 十 2 9 (aiCz)z) 十 区 (zw = fx) (x € 0), 
pp 


wlam=0 
的 齐 次 方程 至 多 有 有 穷 个 线性 无 关 的 弱 解 , 设 它们 为 
办， 名， “FY 少 ， 
这 时 , 当 且 仅 当 天 ,六 LNCT) 时 , 即 对 VY#;EN(T), 有 
(K, f,$) 一 0 (z 1 2 


而 
CK: f,$) = | aar， 


故 即 当 且 仅 当 | aa 二 


| Au 十 >)a.(au(Cz)u) + UC = f(r) (+ € 0), 
1 一 1 


wlsg 0 
有 解 , 且 解 空间 的 维 数 是 n==dimN (7T). 
例 2 在 上 例 中 ,讨论 下 列 本 征 值 问 题 : 
| AMu U(r = ru (zr €E 0), 


wl = 


解 ”第 一 步 ” 转 化 为 相应 的 弱 解 问题 : 求 wE€ Ho6(0) ,满足 


Jv Cd 4| “zeCz)dz CV OE HICOYY. 
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a 


记 加 二 max|U(z)|. 令 
XEN 
二 


la = (| Eval + OO) 二 ii]dzj Vu € HO)). 
0 nn 
与 上 1 相应 的 内 积 记 为 (。 | )x， 即 
Cu) [ve “Vv (U(rz)++ aAuvldr (Vu,v € HINO)). 
第 二 步 ” 利 用 上 例 中 的 (.，,。， ) 和 天 ,记号 ,将 弱 解 问题 改写 为 
Guy = | ee | xz)uo(z)dz (Vv € HQ)), 
人 0 
进一步 改写 为 
(u 0) = (Mu 十 A) (Ki ru ,U4 
去 掉 内 积 得 到 算 子 方程 
u = (ht VK, zy， 
1 1 、 
令 # 一 克 十 入 现 2 算 子 方程 可 改写 为 
Ki ru = pt 


其 中 Kr 是 紧 自 共 斩 算 子 . 事实 上 ， 
KE LLN) ,HQ)) 
| Kir € EHIQ)). 
rE EH Q) ,LQ)) s 


OD] =| tu » vdz = | u * rvdzx = (u,K; rv), 
外 0 0 


由 此 可 见 , (Kr) "一 Kar, 即 Kr 为 自 共 范 算 子 . 
第 三 步 ” 应 用 Kr 是 紧 自 共 轿 算 子 的 性 质 ,得 出 结论 . 
首先 因为 

(Ki Tu 一 | = » udz 一 | eaz > 0 (ww FE O07, 


所 以 0&op(Ki7), 且 若 2 os (Ka 7), 则 Ai 全 0. 
其 次 ,注意 到 HW(Q) 无 穷 维 ,jy 可 数 多 个 ,并 且 以 0 为 聚 点 . 不 妨 
设 
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则 有 


$6 Fredholm 算 子 


基本 内 容 


定义 1 设 久 ,2 是 Banach 空间 ,TE 妈 (%, 多 ) 称 为 一 个 
Fredholm 算 子 ,是 指 : 
(1) R(T) 是 闭 的 ; 
(2) dimN (T)=%; 
(3) codimR(T)<=o0. . 
我 们 把 .名 一 多 的 所 有 Fredholm 算 子 的 全 体 记 做 .多 (多, 多), 特 
别 地 , 当 名 = 多 时 ,将 其 记 做 .多 ( 久 ). 
定义 2 设 统 ,2 是 Banach 空间 ,TE( 人 RR ,2 ), 令 
ind(T) = dimN(7T) 一 codimR(T), 
并 称 其 为 了 的 指标 . 
命题 3 设 .27 是 Banach 空间 , 若 4EC(C2r), 则 
TT 二 了 二 EGHF 山 ,并且 ”ind(7) 硅 0， 
定理 4 (1) 若 TE 多 ( 名 ,2B), 则 必 有 有 SEB ,人 RR) 以 及 ME 
GE(C2r),4 ECGE() ,使 得 


3 一 了 as 
- = ,Ay 
其 中 工 ., 了 分 别 表示 2 和 多 上 的 恒 同 算 子 . 
注 有 时 将 
ST = 
说 =1,— A, 
改写 成 


erie (on 2 
TS = 了 一 Bon 2 
247 


(2) 如 果 了 和 E 罗 (2 , 久 )y 又 有 Ri;RE(2B ,名 ) 以 及 A1E 

G(C27r),4EC() ,使 得 
RT=7.— A TR, = Mys 

则 TE€EF(2 ,2). 

注 1 满足 RJT=7, 一 Ai,TR,==1, 一 A 的 Ri,R; 分 别称 为 了 的 
左 、 右 正则 化 子 .在 商 掉 紧 算 子 集 E(C227) (以 及 ECE(2)) 意 义 下 ,它们 分 
别 是 了 的 左右 逆 . 在 这 个 意义 下 ,定理 4(1) 表 明 Fredholm 算 子 是 
SC(G2T) 中 模 E(C2r)( 及 GE()) 的 可 道 算 子 ， 

注 2 从 定理 4(2) 可 知 ,车 RR 同时 是 TT 的 左 、 右 正则 化 子 , 则 R 本 
身 也 是 Fredholm 算 子 . 

特别 是 由 此 推出 : 若 T€EF(%,2B), 则 3 SE 多 (2B ,多 ) 以 及 
A1 EC( 多 ),A,E (2 ), 使 得 

7 Te 

成 立 . 

定理 5 若 TIEF(%,2B),T,EF (2 ,YX), 则 

TT € F(R ,FE), 
且 有 指标 公式 
ind(T,T,) = ind(T)) + ind(E,). 

定理 6 若 T€E(B,2), 则 3 ee 二 0, 使 得 当 UEF (98,2)， 

且 |zl<s 时 ， 
T+UEB(H ,YN 

且 有 指标 公式 ind(T 十 U)==ind (7T). 


典型 例题 精 解 


例 1 设 久 ,2 是 Banach 空间 ,TE€EF (HR,B),AEC(HR 2 )， 
求证 : 
QT -ACH(R BY 
(2) ind (T+ A)=ind(7). 
证 (1) 因为 TE 有 多 (2 ,@) ,根据 定理 4(1),， 3 SE 27) 
以 及 A1 EC& (多 ),A,EGE(22), 使 得 
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ST =71,— A TS = 10. 
又 因为 4ECE( 名 ,多 ), 所 以 
S(T+A) 全 
| | 
ST+SA=1,— A++SA=IL— (4h,— SA) 
其 中 X=A41 一 SAECE( 久 Q); 而 
(T+ A)S Ly 
| | 
TS+AS=I1,— A,+ AS=1,— (A,— AS) 
其 中 A,= 一 A, 一 AS EC (2 ). 
综 上 所 述 ,根据 定理 4(2) ,有 T 十 4E 丈 (2 ,多 )， 
(2) 从 
3 三 
即 知 ,S 同时 是 人 的 左 、 右 正则 化 子 , 从 定理 4(2) 的 注 2, 可 知 3 本 身 也 
是 Fredholm 算 子 ,并 根据 定理 5 和 命题 3, 有 
ind(ST) = ind(S) + ind(T) = 0; 
同 理 
S(T+A)=I,—A, (T+A4)S=1,— A,, 
表明 S 同时 是 7T 十 4 的 左 、 右 正则 化 子 , 故 有 
ind(S(T 十 4)) 一 ind(CS) 十 ind(T 十 4) = 0. 
联 立 
ind(S) + ind(T) = 0， . , 
en ind(T) = ind(T + A). 
例 2 设 有 ,入 是 Banach 空间 , 若 存 在 
TE GE 多 TE LV,Y), 
使 得 TT GE 多 (2 和), 求 证; 
TIE FR DVIST, E FD ,LE). 
证 ”首先 假设 TiE 罗 (3 ,2), 则 根据 定理 4(2) 的 注 2 知 ,3 S 
GE 多 (2 ,2R) 以 及 AsEE(2), 使 得 
TS = 1;— 4, 
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成 立 . 两 边 左 乘 了, 便 得 到 : 

T,T,S = T, 一 T 4 (1) 
注意 到 由 § 1 命题 2(6) 有 7 了 ,A,EC(2 ,之 ), 并 且 又 由 假设 知 7T,T,E€ 
六 (多 ,之 ) ,根据 定理 5 便 可 推出 

TTISE FB ,¥). 

于 是 ,根据 例 1(1), 由 等 式 (1) 即 知 
T,€ FY ,¥). 
其 次 ,假设 TiE 有 多 (多 , 空 ), 则 根据 定理 4(2) 的 注 2 知 , 3 SE 
多 ( 实 ,g) 以 及 4EGE(G),4EG( 之 ) ,使 得 
3 
两 边 右 乘 T, 便 得 到 ， 

ST 
即 7 一 S727 十 427. 注 意 到 4TEC(C2r ,2) ,并 由 假设 ,T2T;E 
FF (% ,人 ) ,因此 ,ST,T1E 多 (2 ). 于 是 根据 例 1(1)， 

TE F(R,Y). 
例 3 设 久 ,2 是 Banach 空间 ,TEF8(2 ,2 ), 求 证 : 
(1) TE€EF(Y' ,HR *); 
(2) ind(T'*)=—ind(T). 
证 (1) 因为 TE 多 (RR,), 所 以 ,根据 定理 4(1), 存 在 
SELY RHR), AIEC(H), A,€ CD), 
使 得 
ST = T= A (om), 
Bs 一 了 一 4，(on 2). 
两 边 取 共 固 ,得 到 
a = on hs 
ST =I A: (n'y 
注意 到 4EC(C2r),4ECG() ,根据 第 四 章 $1 定理 5, 有 
AE CRD ALE ED. 
于 是 ,根据 定理 4(2), 由 (1) 式 推出 T*€E.F (2 * ,2 *). 
(2) 因为 TE 多 (9 ,2), 所 以 R(T)=RCT). 根据 第 四 章 82 例 
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gy, 


10, 有 
R(T) = RCT) = NGCT DLL， 
从 而 
dimN(T*) = codimR(T'). 《2 
同样 因为 TE .ZF( 免 ,多 ), 所 以 ,根据 第 四 章 32 例 11, 有 
RT’) =R(E') = -NO(TY, 
从 而 
dimN(T) = codimR(T* ). 《3 
联 立 (2),(3) 式 ,并 因为 
ind(T) = dimN(T) ~— codimR(T), 
ind(T*) = dimN(T*) — codimR(T'*), 
所 以 ind(T’*)= 一 ind (7). 
例 4 设 4Eg(2) ,并且 了 zzEN, 使 得 7T 一 4EC(C2) ,求证 : 
AEF (FH). 
证 ”根据 命题 3,7T 一 4 少 EC(C2T) 一 企 E 多 (327). 于 是 根据 定理 4 
(1), 必 有 SESC2m) 以 及 4EC(C2r) ,4ECEC2r) ,使 得 
S4" 一 T 一 4， 
| =1— A,. 
将 这 两 个 等 式 改 写 为 
(SA IA=I1T A, 
(fl 一 IT 一 A,. 
这 意味 着 ,8S4” :和 4 18 分 别 为 4 的 左 、 右 正则 化 子 .于 是 根据 定理 
4(2),AE F(Z). 
例 5 设 . 人 FB,2 都 是 Banach 空间 ,2rCZ ,并 且 2 一 2 的 从 入 
算 子 是 紧 的 ,又 设 TE 和 (2 ,多 ) 满 足 : 
lzls<aclzlls TF Tel Ve 
其 中 < 是 一 常数 .求证 : 
(1) dimN(T)<%; 
(2) R(T) 是 闭 的 . 
证 用 rt 表 示 .一 2 的 嵌入 算 子 ,那么 
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lzls edzly + |Tzls)== lzly <edrzlly + ITzlly)3 (1) 

特别 对 Y zE NGT) ,因为 Tz 一 9, 所 以 
lzla ee larly;, Vw ENCGT), 
特别 对 于 
x, € NO z= 1, 
因为 rEG(C2 ,2 ) ,所 以 {rz) 有 收敛 子 列 ,不 妨 仍 记 做 {rz,》, 则 有 
| 有 三 Sc er, =— zally: 
由 此 即 知 {zx,} 收 敛 ,从 而 N(T) 上 的 单位 球 列 紧 , 故 
dimN(T) = co， 
(2) 在 商 空 间 .%/N(T) 上 考查 映射 了 了 ， 


Ts YI me 
显然 R(T)= 二 R(T), 要 证 R(T) 是 闭 的 ,只 要 证 R(T) 闭 .根据 第 二 章 
$ 3 例 5(4), 只 要 证 7 了 7 连续. 
为 了 证 7! 连 续 , 用 反 证 法 . 如 果 人 不 连 续 , 那 么 存在 {[zx,]) € 
多 /N(T), 将 {Lzx,j) 单 位 化 后 使 得 
I[z,J| = 1, TF[z,] = Tz,— 06. (2) 
根据 第 一 章 84 例 13, 由 |[Lz,jl=1, 3 x,€ [zx,j, 使 得 上 zl 二 2. 这 样 ， 
因为 rE€C( 久 ,多 ), 所 以 (rz,} 有 收敛 子 列 , 不 妨 仍 记 做 {rzx,). 对 z==z， 
一 zw 应 用 不 等 式 (1), 则 有 
I = S|) = Ts 
因为 {rz,} 与 {Tz,} 都 是 收敛 列 , 从 而 都 是 基本 列 , 所 以 
| 一 
由 此 可 见 , {x} 是 基本 列 . 因为 2 完备 ,所 以 3 zoE.2 ,使 得 
Xx 一 Xo=>Tzr, > Tro=>T[Lz,)] — Tzo. 
将 这 个 结果 与 (2) 式 联合 起 来 , 即 有 
Td] 


=>TZzx, = 0, 


T[z,]—0 


因此 
zo E N(T)=>Lzo] = 0]. 
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于 是 

|[z jl = [zj] 一 Lzojll < llz, — zoll 一 0， 
这 与 (2) 式 中 的 |[z, 川 =1 艺 盾 . 这 个 矛盾 表明 人 1! 连 续 , 从 而 R(T) 是 
闭 的 . 
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符 


号 表 


二 5 任 一 个 

存在 , 某 一 个 

全 体 正 整数 

全 体 整 数 

全 体 实 数 

n 维 Euclid 空间 

全 体 复 数 

数 域 , 实 数 或 复数 

正 无 穷 大 或 复 平面 上 的 无 穷 远 点 
空 集 

向 量 空 间 的 零 元 素 

以 ze 为 中 心 \ 以 > 为 半径 的 开 球 
集合 巨 的 内 点 全 体 

对 应 到 

借入 

右 端 是 左 端的 定义 

当 且 仅 当 

蕴含 
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